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DRITTES BUCH. 

DIE FUNKTION/«!«) UND DIE VERTEILUNG 
DER ÜUADKATFREIEN ZAHLEN. 
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Neunter Teil. 
Historische Einleitung zum dritten Buch. 

Ächtunddreißigstes Kapitel. 
Historisehe Einleitung zum dritten Bucli. 

§ 150. 

Historische Eiuleituugf zum dritten Buch. 

Definition: Eine quadratfreie Zahl ist eiße positive ganze 

Zahl, welelie durcli kein von 1 Terschiedenes Quadrat, d. h. 

durch kein Primzahlquadrat teilbar ist: 

1, 2, 3, ö, 6, ■■■. 

Deflnitioii: Es bezeichnet fi(n) folgende zahleEtheoretische 
Funktion: 

f(i) - 1, 

li(n) = für nicbt quadratfreie n, 

fi.(n) =" (— i'f für ein quadratfreies n, welches 

aus p verschiedenen Primfaktoren besteht. 
Es ist also 

.«(1) -I, 

C(2) --1, 

(•(3) --1, 

C(4) -0, 

(.(6) --1, 

(•(6) -1, 

(»(8) -0, 
C(8) -0, 
C(l«) - 1 
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I XXXVHI. Sistorische Einkitimg zum dritten Buch. 

Euler^' Termutete 1748 mit heuristischem Beweis, daß die Reihe 



konvergiert und = ist. 

MöbiuB^I vermutete 1832, 



, gleichfalls 
1884, daß 

2"*w = o(i) 



konvergiert und = — 1 ist, gleichfalls mit heuristischer Begründung. 
Herr Gram^' bewies 1884, daß 



ist. 

Erst 1897, unter Benutzung der Hadama,rdschen Sätze über die 
Produktzerlegung von 

konnte Herr von Mangoldt*' die Eulerache Behauptung beweiseD, daß 

.^j n 
ist, d. h., 

2'-f ->(.') 

gesetzt, daß 

(1) 9W-«(1) 
ist; gleichzeitig bewies er, wenn 

gesetzt wird, daß 

(2) M(x)^o(x) 



1) 2, S. 329. 

2) la, 8. 123; Ib, S. 611. 

3) 1, S. 197—138. 

4) 4; 5. 
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§ 150. Historische Einleitung sum driiten Budt. 
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1899 bewies icii^' die Euleraehe Vermutung (1), sowie die Re- 
lation (2) auf Grund des Primzahlsatzes durch daran anschließende 
elementare Schlüsse, ohne nochmals die Theorie der Zetafunktion zur 
Anwendung zu bringen. 

Gleichzeitig erschien 1899 Herrn de la Vallee Poussina bahn- 
brechende Arbeit^', die den Primzahlsatz zu 



(3) 



%{x)^Li{x) + 0(xe-'''^'''^^) 



verschärfte; damit konnte Herr de la Vallee 
SehlußkapiteP' ausführte, statt (1) sogar 



Aus (3) schloß ich*' noch 1899 durch • 
Überlegungen weiter, daß 



Kette elementarer 



ist, d. h. ich bewies die Möbiussche Behauptung. Ebenso aehloß 
ich^' im Jahi'e 1901 aus (3) unter äußerster Ausnutzung i 
i Schlußkette weiter, daß 



sW- 



und .sogar für ein gewisses konstantes ( 



ist; gleichzeitig bewies ich, daß 
M(x)-Ol- 



fi')-2---.— 



Vloglogi 

■(n)logn 



4)2. 
6) 6. 
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570 SXXVIII. Sistorüche Einleihmg sum driUm Buch. 

gesetzt wird, daß 

f{x)-~l + 0{e-'^''^^ 
ist. 

Ich'' mußte 1903 den üblichen Weg der Behandlung der Prim- 
zahlprobleme verlassen und ab oto meine Methoden anwenden, um 
endlieh — mit gleicher Annäherung wie bei jenen Problemen — be- 
weisen zu können, daß für jedes q 

(6) /■W--i + o(ii;). 

m M(x) = o{^,^) 

ist. Ich bewies nämlich 

(7) U(x)-o[xe-*''^), 

woraus (6) unmittelbar, (4) und (5) leicht folgen. In (7) hätte ich 
damals 12 durch jede Zahl > 10 ersetzen, aber nicht weiter verkieinern 
können. 

Erst 1908 bewies ich^', daß bei paaseniJ gewäbltem konstanten k 

ist, was für 3(3:) und f(x) die entsprechende Terbesaerte Restabschätzung 
liefert, also insbesondere 

und 

für alle j* > 2. 

Parallel zu diesen Eigenschaften von ii(n) konnten die — mehr 
oder weniger von den betreffenden Autoren besonders hervorgehobenen — 
Eigenschaften der Funktion it(n) bewiesen werden, ivelche folgender- 
maßen definiert ist: 

1(1) -1. 

X{n) = (— l)v für ein ans p Primfaktoren (mehrfache mehr- 
fach gezählt) zusanimengi 

1) U. 

3) 34, S. 250—252, 
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Hl) -1, 

1(2) --1, 
1(3) --1, 
A(4) -1, 

1(5) 1, 

1(6) -1, 
1(7) --1, 
1(8) --1, 
1(9) -1, 
1(10) -1 
usw. 

Insbesondere hatte schon Euler^' heuristisch begründet, daß 

ist. 

Im folgenden werde ich erst die Sütze über fi(«) beweisen und 
daraus durch eine gewisse Transformation die beti^effeadeii Eigen- 
Bchaften von A(w) räseh entwickeln. 

Insbesondere ist die snnimatoriHcIie Punktion 



Hx) -2K«) 



Bereits die erste, zuerst von Herrn von Mangoldt bewiesene, nicht 
triviale Abschätzung 

L(x) _ o(x) 

besagt ein wichtiges zahlentheoretisches Gesetz: 

Es gibt bis x asymptotisch ebensoviele -Zahlen, welche 
aus einer geraden Anzahl von Primfaktoren zusammengesetzt 
sind, als solche, die aus einer ungeraden Anzahl von Prim- 
zahlen bestehen. 

Der entsprechende, zuerst von Herrn von Mangoldt bewiesene 
Satz über M(x) 
(5 Mi:v) = o{x) 

1) 1, S. ISG. 
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bedeutet, wenn man hinzunimmt (was später^' bewiesen werden wird), 
daß die Anzahl der quadratfreien Zahlen bis x 

also 

lim«!» 

Vorhanden und > ist: 

Unter den quadratfreien Zahlen bis x gibt es asym- 
ptotisch ebensoTiele, die aus einer geraden, als solche, die 
aus einer ungeraden Anzahl von Primfaktoren zusammen- 
gesetzt sind. 

Der Satz (2) läßt auch eine geometrisciie Interpretation zu, durch 
die natürlich sein Beweis um nichts gefördert wird. Bekanntlich hat 
die Summe der primitiven Bten Einheits wurzeln genau den Wert, den 
wir oben mit ii(n) bezeichnet haben. Das beweist man, wenn jene 
Summe vorläufig mit m(w) bezeichnet wird, so; 

1. Es ist 

in(l)^l. 

2. Für n=p (Primzahl) ist die Gleichung, der die primitiven 
wten Einheitfiwurzeln genügen, 

^—±^xP-' + xP'-''+ h 1 

-0, 
also die Wurzel summe 

m(p) = - 1. 

3. Für n == p''(v ^ 2) ist jene Gleichung 

y -^ ^ sf^-Hp-i) j^ x^^'^fp-^) + ■ ■ ■ + 1 
= 0, 
also, da das Glied mit 3^p''-^{p-i)-i fehlt, 
lrt(p") = 0. 
(%, %) = 1 
m(«i%) = m(W|)in(%); 



4. Püi 



1) In g 152. ■ 
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"denn bekanntlicli entstellen die y(%«j) = ^{^i)f{%) primitiven MjM^ten 
Einheitswurzeln durch Multiplikation einer der (p{n^) primitiven Wjten 
mit einer der ^(n^) primitiven %ten. 

Daher ist allgemein, wenn die Zerlegung von n in Primzahl- 
potenzen 

lautet, 

also, falls auch nur ein v^2 ist, 

in(«)_0 
und, falls alle v = 1 sind, 

m(«)-(-l/. 
FolgHeli ist immer 

Daher ist für x ^ 1 ^ 

die Summe aller primitiven Einheitswarzeln Iten, 2ten, ■ - •, [a^jten 
Grades, d. h. die Summe aller Zahlen, welche Eiuheitswurzel vom Grade 
^ X sind, jede solche (wenn sie Einheitswurzel verschiedener G-rade 
ist) nur einmal gerechnet, M{cc) ist also die Summe der komplexen 
Zahlenwerte der Eckpunkte des in den Einheitskreis einbeschriehenen 
regulären 1-Eeks, 2'Ecks, 3-Ecka, ■ ■ ■, [a;]-Ecka, wo jedes dieser Poly- 
gone vom Punkte 1 aus einbesch rieben ist, und wo jeder geometrische 
Punkt nur einmal zählt. Der Schwerpunkt dieses Punktsystems ist 
also, da es q>{n) primitive Mte Einheits wurzeln gibt, wenn 

J<p(..)-a>(«) 

gesetzt wird, 

M(x) 

Nun beweist man leicht 

wie später '1 ausgeführt werden wird; daher ist der Satz (2) wegen 

Mix) 

^^M ^_ 
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völlig identisch mit „, , 

lim X -^fi = 0, 

x = ~ ^(^^ 

d. h., X ganzzahlig aagenommeii, mit der Tatsache: 

Konstruiert man in einem Kreise von einem festen Pe- 
ripheriepunkt aus alle regulären Polygone bis zum a^-Eck, 
so nähert sich der Schwerpunkt des entstehenden Punkt- 
systems so stark dem Mittelpunkt des Kreises, daß er sogar 
bei a:-facher Vergrößerung der Figur für x = oo in den 
Mittelpunkt rüekt. 
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Zehnter Teil. 

Elementare Methoden (einschließlich der Anwendung 
reeller Dirichletsclier Eeihen). 

Neununddreißigstes Kapitel. 
Identitäten über f((«). 





8 IBl. 




Fundameutaleigenschafteii. 


Satz: Es i* 
(1) 


it 

1 - 1 für » - 1, 

,-?/«Uof«,«>i. 


Beweise: 1 


. Für « - 1 ist die Summe 




c(i)-i- 


Für n > 1 sei, 


in Primzahlpotenzeii zerlegt, 


D«im hat 





2^ nicht Yerseh wind ende Gflieder, welche den Divisoren 

entspreohen. Die Summe ist also, wenn zuerst d=l, dann die (^t 
Zahlen d^f^, dann die ( J Zahlen ^ =^ Py_P/, *•■ berücksichtigt 
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2. Der Satz folgt saa der für a > 1 gültigen Identität'-* 
denn nach ilir ist für s > 1 

folglich ist nach dem Eindeutigkeitssatz des § 35 

gleicti dem Koeffizienten von — links, d. h, 1 für w = 1, sonst 0. 
Satz: Es ist für alle x^l 

Beweise; 1. Wird (1) über w =■ 1, ■■■, [x] summiert, so erhält mau 

(3) "lifW'' 



1) Deren Richtigkeit eraieht man in ofhnüls angewendeter Manier a 
p^x n=l 



y Google 



§ 153, Umkehrungsformeln. 



2. ÄU9 (2) folgt die Behauptung durch Gleichsetzen der Summe der 
ersten [a;] Koeffizienten auf beiden Seiten, welche eben sofort zu (3) 
führt. 

§ 152, 
XTmkehrnngsformelii. 
Satz: Es sei F(n) irgend eine zahlentheoretisehe Funk- 
tion und G{n) aus ihr durch die Öleiehnng 

(1) G(») -^JW 

definiert. Dann ist 

i?(..)-2'c»e{5)- 

Daß überhaupt durch G{n) umgekehrt F(n) eindeutig bestimmt 
ist, ist klar, da nach (1) 

F{n) = G{n) ~^/{ä) 

ist, was eine Rekuraionsformel darstellt. 
Beweis: Aus (1) folgt 

<'(i) -2 "<■'>■ 



J'fWß(5)-j2'c('i)^J'(0 

-2m 2m 

-F(n), 
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da nacli dem ersten Satz des § 151 die innere Summe 

nur für y = 1, d. b. für l = n den Wert 1, sonst den Wert hat. 
Beispiel : Bekauntlieh ist 

und wirklich 

was ja nichts anderes ist als der beltannte Ausdruck 
Aue (2) folgt weiter 

also für a; ^ 1 nach dem zweiten Satz des § 151 



42'''W(f-®)'+v. 
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§ 152. thnkekrungs formein. 



ist, folglich 

(3) -•;|;!^?+O(=.log»), 



1 § lÖO angekündigt "war. Übrigens ist nach (3) wegen 



-2.^+02^. 





= i+«© 


genauer 




(*) 


<!)W--"ia:'+0(«log3.). 



Trotzdem man in der Primzahltheorie alle elementar erhaltenen 
Abschätzungen weit verschärfen konnte, ist über ^{x) auch unter Zu- 
hilfenahme aller Werkzeuge nichts weiter Ku'ti^e gefördert worden als 
diese so naheliegende Abschätzung (4). 

Satz: Es sei F{^ irgend eine für alle^' ^^1 definierte 
Punktion und G{x) alsdann durch die Gleichung 

1) Nicht nnr für ganze K^l, 
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definiert. Dann ist für a: ^ 1 
Beweis: Es ist für 1 ^n ^X 

-F(x). 

Wenn F(x) für < a; < 1 als definiert ist, bleibt die gefundene 
Identität für alle a; > richtig. 

Beispiele: 1. Es mögen ^(ä) und T(x) die gewöhnliche Be- 
deutung haben. Aus 

folgt für « > 

Dies ist übrigens nichts anderes als eine Übersetzung der Gleichung 



^ n' ^ n' j^ fi' 

I X nach 
gibt es o 



2. Wenn alle Zahlen bis x nach ihrem größten, quadratischen 
Teiler g* klassifiziert werden, gibt es offenbar zu g^ genau 
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ä 153. Umkehrungsformeln. 



derartige Zahlen; denn der Quotient jeder Zahl ^x durch ihren 
größten quadratischen Teiler (f ist quajJratfrei und ^ — ^ . Daher ist 
fiir a; > y- 



M-2«((f)> 



Wenn also 



gesetzt wird, so liefert der Satz 

eM-2'i'(»)[5]. 
(6) «w-2''*w[3- 

(Natürlich könnte auch direkt zu 

8SW-2s(f-.) 



die TJmkehrungsformel 



SW-^"«®© 



bewiesen werden.) 

Aus (5) folgt weiter 
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XL. Über die Summen, welche ii{n) entkalten. 



wie in. §150 angekündigt war, und genauer 

Vierzigstes Kapitel, 
Ülier die Summen, welche j((w) entlialten. 

§ 153. 

tilier g(x), 

Satz: Es ist 

D. h. die Reihe 

ist entweder konvergent oder 'sehwankt zwischen endlichen öehrankei 
ts: Aus der für a^^l gültigen Identität 



-«J^f' + ow 

-!,(«) +0(1), 
^?W - ö(j:), 
»W - 0(1)- 
Übrigens ergibt sich so ohne Mühe die Abschätzung 

\ym\<i. 



(1) 2''W[ 

folgt 
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§ 168. Über g(x). 583 

Denn für ganzzahliges a; ^ 1 bewirtt die Weglassung der eckigen 
Klammern bei (1) im Gliede n^l keinen Fehler, in den übrigen x—1 
Gliedern je einen Fehler, der absolut < 1 ist, so daß für gansie ^^1 



herauskommt, 
Satz: Wen 



li/Wl^l 



ng{x: 



existiert, so ist der Grenzwert 0. Genauer: Es ist 
liminf^(a;)<0, 

lim 8iip(/(a:) >: 0. 



I. Wäre für alle x^^ 
wo (J > ist und | ^ 1 sei, so wäre bei allen « ^ | 



^=24^0+2, 
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584 Sil. über die Sitmmew, welche (i[«) enfftalten. 





>4^- 


-i 


i 




(d. 




d loga: 
0(1) 








W), 


was ein Widerspruch ist. 
2. Wäre für a; ^ | 










^(«)< 


-<J, 








wo 


Ä > ist und 1 >: 1 se 


i, so wäre bei 


allen 


ifei 



™-^ +1 

-^ d log a:, 



was aueh unmöglich ist. 
Damit ist der Satz 
Übrigens folgt auch aus 

□ach dem Stetigkeitssatz Dirichletscher Reihen, daß 
entweder divergiert oder konvergiert und = ist. 
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Die Betrachtung der Identität (2) liefert sogar, daß 
(3) liminf3(a!)loga;^0 

und 

lim Slip g{x) log a; ^ 

ist. Denn, wäre z, B. (3) nicht erfüllt, so wäre bei passender Wahl 
Ton ^ > für a: > I (wo ^ ^ 3 sei) 



„,=1 log— ^^ ^ 

(4) ^3^1^ + 0(1); 

wegen 



'dü\w \ogx — loguJ M^ loga; — logM ' u^ (hg^ — logu)' 



M loga:— logM 
für 1 ^ M < — mit waehaendem u ab; daher ist 



- (j^) + log logs — log log I 

~ log log 31, 
* mit (4) in Widerspruch ateM. 
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§ 164. 












M(x) und /(«). 






(1) 


Über Jf(a]) folgt an 


a(x) - 0(1) 






merkwürdige 


Tweiee nichts 


i genaueres als die triviale Ab 


Schätzung 








M(X) - Oix); 






die 


partielle 


Summation 


ergibt immüch für 


X>1 





-J'»(j;(»)-j(»-l)) 

- J'»(»)(» - (» + D) + «(»)(W + 1) 

- ojl + 0(x, 

- 0{x). 

Aber über f{x) folgt aus (1) mehr als die triviale Abscbätaung 

- O(ioe'x), 

nämlich 

fW-Opogi) 
folgendermaßen: Es ist fär ic ^ 1 

-^log»(i)(»)-S (»-!)) 

-J'»(»)(logi> - log(« + Vi) + <((i)log([a;] + 1) 

- O^(log{» + 1) - log») + O(loga!) 

- 0(logs,). 
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§ 154. Mix) lind f(ß). 

;z: Die Reihe 

^lt{n)\ogn 



st entweder divergent oder konvergent und = — 1. 
Ls: Für s > 1 ist 









ist, ist die Bebanptimg nach dem Stetigkeitssatz Dirichletscher 
Reihen bewiesen. 

Satz: Es ist ,,, , 



lim sup — -^ ^ U . 

Aus 

VPt") - i 
Zi n-' elf]' 

Im (s - 1) J""!' - lim (s - l)ji,- 



folgt die Behauptung nach dem zweiten Satz des § 31. 
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Elfter Teil. 

Benutzung der klassischen funktionentheoretischen 
Hüfsmittel.; 

Einundvierzigstes Kapitel. 
Elementare Folgerungen aus dem Primzalilsatz. 

§ 155. 
Beweis von M{x) = o (x). 

Der Primzahlsatz gehört zu denjeuigen Sätzen, welche im dritten 
Teil ohne Benutzung der modernen Sätze über ganze Funktionen und 
der Existenz der Nullstellen der Zetaftmktion bewiesen waren. Aws 
ihm soll jetzt der 

M(y;) = o(x) 
gefolgert werden. 

Beweis: Es werde 

^fi (h) log n = H(x) 
gesetzt. Dann ist für 6 > 1 wegen 

also. 
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folgt nun: Bei gegebenem ^ > ist für alle a: ^ | = | (3), wo ^ ^ 1 
gewählt Mi, |«.(^)-a=|<äa., 

d. h. für x'^l, n£j 

|*(J)- J|<ä|- 
Dalier ist für a: ^ ^ 

T 

I s{x) I ^1 ^'^W'^o I + ! S'^^'Mi) I 

"""? ^^ 

r^ da: log a:, 

lim sup 1^-^ £ d . 

Da dies für alle d> gilt, ist 

H(x) = o(xlogx), 
und hieraus folgt weiter für x'^2 



■'+2'^(»)(,-4»-ro>(.'+Tj)- 
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-|«(^) + »w 

(2) -o{x). 

übrigens ist es nicht möglich, diircb partielle Summation hieraus siuf 

(3) sW - »(1) 

weiter zu schließen; denn die partielle Summation liefert für iE ^ 1 

also weniger, als durch die gauK elementare Methode bekannt war. 
(3) liegt eben tiefer ala (2); umgekehrt kann man aus der 
Relation (3) (welche im nächsten Paragraphen bewiesen wird) dnrch 
partielle Summation zu (2) übergehen; Ans (3) folgt für a; ^ 1 

JK'W - J'«&(») -<;(«- 1» 

-J>(»)(» - (« + 1» + 9W(W + 1) 

-J»(l) + o(«) 
-o(x). 
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§156. Beweis von g(x)^o{i). 







§ 156. 








Beweis von g{x) = 


0(1). 


Satz: ]iJ 
Beweis: 


Es iat 


S{') - »(I). 








^i'-?*!! 


1 


also wegen 










y- 


-logs+ C+0(i) 





- (log a; + Ojs(a!)- /■(«)+ 0(1), 
log«i,(a;)-f(i)--Cj(i)+0(l) 

- 0(1); 

man sieht daraus, daß die Behauptung 
s« - »(1) 
mit der (bequemer angreifbaren) 

/■(i)_o(logi) 
ideDtiseh ist. 

Nun ist nach 8 1Ö5, (1) 

^ ^ ,),(-„)-^(«-i) ^/a^-. 
Ich setze 
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■wo also 
ist nnd 






,{x) - 0(1) 
.(0)-0 








definiert 


sei; dann wird 










-f(^) 


=^2" 


\Ä^) +^2''—-' 


1-1). 


'"""9 


© 






-% 


'.H:-)+i«w(' 


I)_ 


't;- 


r)^ 




«-)-) 




Nun ist nach g 


i 163, 


(2) 














2U^)-'' 









-/w = 1 +^.w(.© -. ty) +2»^^(^) 



- 1 +x +j;. 

Hierin ist 



iZN^i'Wi^i- 



Nach Annahme von ^>0 gibt es ein ganzes v -= v(ß)'^\, so > 
für alle ra > V 1 / m ^ * 

I K«) I < ■* 

ist; für alle n ist 

«(») ! < »; 

für a; > v ist also ^ ^ 



~*logi: 
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§ 157. Die Funktion M(x). 



dalier ist 

Endlich ist 



f(ps)'-o(logx), 
9(x)^o{l). 



Zwei und vierzigstes Kapitel. 
Direkte Aswendnng der Zetafnnktion. 

§157. 
Sie Funktion M{jc), 

Die für <J > 1 durch die Dirichleteche Reihe 

definierte Funktion 

hat nach § 65 folgende .Eigenschaften: 

K{s) ist regulär in dem Teil der Ebene, welcher rech 
von der stetigen Kurve 

= 1--;^, für i^3, 

e = 1 - ^^^ für — 3 ^ i ^ 3, 

ff = 1 — -, 4, — für ( < — 3 

liegt, inkl. der Kurve selbst, uad es ist für U|>3, 6>1 j-i. 

\K(s)\<h\o^\t\. 
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594 XLII. Direkte Anirenditng der Zetaflmktion. 

Die Anwendung des Cauchyscheu Satzes im Sinne des § 65 
gilt unrerändert mit der Erleichterung, daß hier s •= 1 regulär iat. 
Da die Abschätzungen des Randintegrals wörtlich unverändert bleiben, 
ergibt sich aus ^_^^^ 

durch jene Anwendung des Cauchyschen Satzes für alle b>0 

hieraus folgt, 
gesetzt, wüiter 

log(l +'S)M(X) +2j cWlog-t."" -o{xe-'*y'i,.-iJ, 

log(l +*)Jf(l)- ixe-'* !''''•) + O(tolog(l + «)) 
- 0(«'x), 
M(x) - 0(ISx), 
also für j' > 8 (übrigens ebenso für alle y > U+2, also auch für 

insbesondere für jedes q 

§ 1Ö8. 
g{x) uiid/(x). 

Aus dem Ergebnis des vorigen Paragraphen folgt weiter, daß für 
ifdes reelle q und jedes reelle t die Reihe 



■^ )i(w) log' 
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I 158. g(ic) vmd f(x). 



konvergiert; das ergibt sich näznlieli wörtlich so, wie in § 121 aus 

die Konvergenz von ^^ 

Ich wiederhole hier den Sehlnß, zumal dies dritte Buch, anch für einen 
Leser geschrieben ist, der das zweite Buch mit seinen zahlentheore- 
tischen Entwicklungen über die Charaktere überschlagen hat und nur 
die Gesetze der Verteilung der Primzahlen überhaupt, nicht die in der 
arithmetischen Progression, kennen lernen will. 
Aus / ^ \ 

M(x) = - ^r-, -) 
^ ^ Uog' + ^a;/ 

folgt für X^2 

-^(MW - M{n - D) log"« 

(1) -^-M"(n) (Iog''K - log^(K + l))-log''2 + M{x) log-'(M + 1) 

also bei ganzen v, w, wo w'^v'^2 ist, 

■y jiWlog ^w _ -^ M,J^ -_M, [n-l) 
^ «! + " ^ w^+" 

(2) _ y MM (-i, - ~\r-r] - «i= "- + _*.<»', 

.-Ä • V»'^-" (»+1)' + ".^ .' + » ^(» + 1)' + « 

-Jo(lof.,'i)H-Ofe) + 0(,„y. 

was für « .^ oo, iv ^ oo den Limes hat. 
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SLU, Direkte Anwendung der Zetafwnktion. 



Schärfer ergibt sich wegen 
wo s eine beliebige positive Konstante bezeichnet, nach (1) 

-O^«^ *'•'•+ 0[xe- l""»-) 

-0(l/i) + 0Ue 1'^ /+0Ur •""■■] 

also nach (2) die Restabaohätzung 

foLgUch für alle r > ^ + 2 



Speziell ist, i = 0, j = f 



y Google 



. Die Tragweite dieser Tatsache. 597 



folglich . . y . 

K»)-0(e-!'">.-) 
und für t = 0, q = 1 

Ich liebe noeL besonders hervor, daß aus der in diesem Para- 
graphen bewiesenen Konvergenz von 



= 1 eben 
lleichung 

1 _ -^.aC«) 
hg) ^ n' 



auf der ganzen Geraden u = 1 ebenda nach dem Stetigkeitssatz 
Dirichletscher Reihen die Gleichung 



folgt. 



Dreiundvierzigstes Kapitel. 
Der Primzalilsatz als Folge von^ ^'^"^^'"^^ = - 1. 

§ 15a 

Sie Tragweite dieser Tatsache. 

Ana dem Primzahlsatz allein hat sich oben zwar ergeben, daß 

konvergiert, aber nicht, daß 

■^ jtj n) log w 

konvergiert. Dieser Satz liegt tiefer als der Primzahlsatz; aus ihm 
läßt sich umgekehrt, wie im nächsten Paragraphen gezeigt werden 
wird, der Primzahlsatz elementar ableiten. Das macht recht deutlicli, 
wieso Tschebyachef und seine Nachfolger auf Grund der Identitäten 
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XLITI. Der PrimzahhatB als Folge von ^'—^ — 5^=^ - 



nicht zu dem Ziele gelangt sind, den Primzahl satz elementar zu be- 
weisen. Die Anfangsglieder der Ausdrücke U(x) im Sinne der §§ 21 
bis 23 kommen eben auf die von 

hinaus; die Konstante, die bei Änwendimg immer schärferer Ausdrücke 
1 werden soll, ist gerade ein Aggregat, welches anfangs mit 

. , -^ — jt(w)l0g W 

um so genauer übereinstimmt, je mehr Glieder der Ausdruck U(x) ent- 
hält. Daß aber die Reihe (1) auch nur konvei^iert, laßt sich zur Zeit 
nicht einmal aus dem Primzahlsatz (zu dessen Beweise es doch bei 
Anwendimg der Tschebyschefschen Methode dienen soll) aUöin ele- 
mentar erschließen. 

§160. 

Beweis des Überganges durch einen allgemelueu Q-renz- 

wertsatz. 

Ich will den Übergang zum Primzahlsatz you 

1 (l(M)l0g« _ 



2' 



ans, um auch etwas Neues dabei herauszubekommen, gleicb viel allge- 
meiner ausfuhren, indem ich einen Grenzwertsatz beweise, dessen 
Wortlaut fast von aller Zahlentheorie frei ist. 

Ich erinnere an folgenden seit einiger Zeit in der Theorie der 
Funktionen reeller Variabein mit Nutzen eingeführten Begriff (den 
der Leser übrigens noch nicht zu kennen braucht, da icli nur die 
Definition, keine Eigenschaften dieses Begriffes anwende): Eine reelle 
Funktion f(x), die für a ^x^i(b'i> a) definiert ist, heißt in diesem 
Intervall von beschränkter Schwankung, wenn es eine Zahl g derart 
gibt, daß bei jeder Wahl von beliebig vielen Teilpunkten 
ff ^ iCj < a-g < ■ ■ ■ < 37^ ^ & 
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g I6Ü. Bemeis des Überganges di0'eh einen allgemeinen Grm^wertsatn. 



die Ungleichung 

(1) irt«,)-ffe)n-yfe)-fe)i + '- + /fe_.)-/-wi<s 

erfüllt ist. 

D. h. die „Schwaükurigssumme" auf der linken Seite Ton (1) hat 
eine endliche obere Grenze, 

Zu den Funktionen, welche im Intervall («■■■&) von beschränkter 
Schwankung sind, gehören gewiß folgende zwei Klassen: 

1. Diejenigen, welche für jede Strecke g -^x <ig -\- i, wo^ ganz 
ist, soweit dieselbe dem Intervall (a ■ ■ -h) angehört, konstant sind. 

2. Diejenigen, welche mit wachsendem x im Intervall (a ■ ■ ■ h) 
niemals abnehmen; in der Tat ist für letztere 

' fM - fe) I + ■ ■ ■ + 1 ffe-i) - fW I - fe) - ffe) 

Es besteht nun folgender Satz, bei dem ii'{x) und T{x) durehaaa 
nicht die spezielle Bedeutung zu haben brauchen, die ihnen beim 
Primzahlproblem zukommt: 

Satz; Es sei ii(x) eine für alle x^l definierte reelle 
(stetige oder unstetige) Funktion von x. itix) sei so be- 
schaffen, daß die aus ihr durch die Gleichung 



^w-^"*© 



für a^ ^ 1 entstehende Funktion folgende zwei Bedingungen 
erfüllt. 

Erstens soll 
(2) T{x) = a; loga; + &a: + 0(w{x)) 

sein, wo b eine Konstante ist, co(x) eine Funktion von x, 
welche von einer gewissen Stelle | an positiv ist, niemals 
abnimmt und so beschaffen ist, daß das Integral 



/t 



dx 



konvergiert. 

Zweitens soll T(x) für jedes endliche 1J>1 im Intervall 
l-^x<^'y von beschränkter Schwankung sein. 

Dann ist 

lim^i"^ = l. 
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XLin. Der PrimzahJsatz als Folge von ^^^^^^- ^ — 1. 



Vor dem Beweise will ich auf mehrere wichtige Spezialfälle dieses 
Satzes aufmerksam machen, deren jeder den Fall des Primzahlproblems 
noch in sich enthält. 

Die erste Yorauaseizung über T{x) ist gewiß in folgenden Fällen 
erfailt: , , , 

e,{x) = x^ (0<©<1}, 

USW. 

Die zweite Voraussetzung ist inabesondere in folgenden zwe: 
FäUen erfüllt: 

1. Wenn für ^<a;<^+ l (c/'^l ganz) die Funktion ii'(a.) jedes- 
mal konstant ist. In der Tat ist dann offenbar T{x) aueb jedesmal fü] 
ff ^X <.g + 1 konstant. 

2. Wenn f är a; ^ 1 mit wachsendem x die Funktion T(x) niemalt 
abnimmt, also inabesondere, wenn dies von ip(x) gilt und li'(^) ^ ist 

Beweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit darf | = 1 an 
genommen werden; sonst kann man ja auf der Strecke (1 ■ ■ ■ ^) dit 
Funktion (a(x) passend definieren. 

Aus der yorausgesetzten Konrergenz von 

/^- *^ 

und der Annahme, daß ii)(x) mit wachsendem x von Anfang (x = 1 
an niemals abnimmt, folgt wegen 



/ 



ix 
Um "ö - 0, 



alsc, Jnach der Voraijeseteung (2) 
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§ 160, Beweü des Überganges durch einen aUgemeinen OrenztvertsaU. 601 

Es bezeichne V(y) för 1/ > 1 die obere Grenze der Scbwankunga- 
! Ton T(x) im IntervalJ (1 ■ ■ ■ y), für 2/ = 1 den Wert 0. Dann 
nimmt offenbar V(y) mit wachsendem y niemals ab. Es iat also 
entweder 

lim V{y) 

vorhanden (endlich) oder 

limF(!,)_oo. 

Offenbar liegt der letztere Fall vor; denn ea ist 

r(<i)li\T(i,)-ni)\ 

und 

lim T{y) = 00. 

Ich definiere für alle a: ^ 1 die Punktion « -= ^(x) als die Hälfte 
der oberen Grenze der Werte y, für welche 

V(y) £ log^ 

ist. Offenbar nimmt s = 0(x) mit wachsendem x niemals ab und 
wächst mit X ins Unendliche, Es ist ferner 

also von einer gewissen Steile an 

V{yi}>logx, 
folglieli wegen 

FW^log« 

für alle hinreichend großen x 



-, sei gleich so groß (^ > «) ; 

\<B<ix, 
x>^>yx 
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(•fii> 5LIII. Der Prvmzäklsate .als Folge von '^JiilLl^'' ^^ — i_ 

ergibt eich nach dem zweiten Satz des § 152 

also 

Hierin ist 

(3) -(a;logx+6s).,(-^.)-«f(^) + 02"(|-)- 

We^en 

fW - - 1 + 0(1) 

denn wegen der Konvergenz von 

konvergiert 

nach dem zweiten Satz des § 30; daher ist nach § 153 

also für ai ^ 1 

- -2 (^ + ''""^ (l«¥ ^ 10B(» + 1)) + log([ffl+lj 



ist 
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ä 160. Beueis des Überganges durch einen allgemeinen Grenzviertsatz. 603 



=• 2j (log« log(«H- 1)) + " \\o^x) 



Da ferner w f- J für 1 ^ « ^ — positir ist und mit wachsendem 
; niemals zunimint, liefert (3) -. 



(^log^ + ^^M(~\ + x^xo(\) + 0(co(a!)) + oja (|-)rf», 



also, da oben 
festgestellt war, 

folglich wegen 

lim f^pdv^O 

^i ^ X + o(x)- 
Für Z"^ konstatiere ich zunächst, daß aus 

für x>l folgt; 

Ji(i)-J'«(;;(n)-(;(.!-l)) 

-^ S(»)C>' - (» + D) + »W(W + 1) 
-2'»(log..) + °tsJ 
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604 XLTV. nie PMwte'oii ^{x). 

Daher iat 

2r2 (-'''^'"' ~^<>'-V)T {'-) 



-|:«(«)(^&)-^(»;-i))-«(T)^(pj^)+^w^(i::]) 
=»|i=f^i^©"^(4i)!+"ö"(''(|))+"fe) 



-0(4 

Zusam mengen omnien ergibt sicli 

*w -^, +j; 

was zu beweisen war. 



Vierundvierzjgstes Kapitel. 
Die Punktion Q(3c). 

§ 161- 
Identitäten und elementare Abschätzungeu. 

Als Beispiel hatten wir schon in § 152 bewiesen, daß für x'^0 

(1) öw=2''*wg] 

und infolgedessen 

(2) Q(x) - Ji« + 0(Vi) 
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I 161. Identifäten und elementare Abgehäfsiingen. 



Hinter der Relation (1) steckt eine Identität für Dirichletsche 
Reihen. Für s > 1 ist, wenn q die qnadratfreien Zahlen durcLlüuft, 



_m_ 

£(2<) 

j^ n ji-J «*' 
Hieraus liest man direkt für x'^O ab: 

Vi 
und Übrigens auch: 






Ebenso folgt aus ^.^ 

«s)-«2s)2'y, 



für x^O die Identität 
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SLIV. Die Funktion Q{x). . 



und übrigens auch /— 

Aus (2) folgt, wenn QJx) bzw. Q^{x) die Anzahl der quadrat- 
freien Zahlen bis x bezeichnet, für welche 

ff-W = + 1 
bzw. 

p(») - - 1 

ist, d. h. für welche die Primfaktoren zahl gerade bzw. ungerade ist, 

Da nun 

Q,(x) - Q,(x) - MQt) 
- o{x) 
ist, so ist 

Q^ix)^^,x, 

wie in § 150 augekündigt war, 

§ 162. 
G-euauere Abschätzung von Q(%) mit Hilfe von 3Hx) = o(aG). 

Ich will nun, und zwar, da es möglich ist, nur unter Benutzung von 
M(x) ^ o(x), 



Q(x) = ~x + o(yx). 
Es sei x^l und ■rj{x') der größte Wert von 

I / , Jf W_| 

für alle if^yx. Ein solcher größter Wert existiert natürlich, da 

(1) u„:ia)i_o 
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§ 162. Genauere AbseAätzwng von Q{x) mit Hilfe von M(.cc)'^o[w). 607 

ist und iE jedem ganzzabligen Intervall g -^s <g + 1 der Ausdruck 

\ M(f)[ 

in g am größten ist. Wegen (1) ist 

lim t;(x) = 0. 
Es sei ferner 

^(^) = Max.(^, vi^)]; 

dann ist d\x) positiv nnd 

liai(5(^) = 0. 

X werde gleicl. so groß gewählt, daß ^ < 1 ist. Es ist 

-i"c(«) Ji + J Jk«) -J>{»)Ji 



(2) -l^wB] +2Myi) ~ «(>y'& 

Hierin ist 
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XUV. Die Funhtion Q{x). 



Da in der Summe rechts wegen 

der absolute Betrag des ersten Faktors 

iif(»)i = j-T!» 

^ {S{x)fn 
ist und im letzten Binzelglied analog 

\M{syx)\^(S{x)fSyx 

ist, so ergibt sich 

Icws] - i« + »(Vi) + »(«'«i"« ■ i) + o(4ri) 



ist jedes auftretende Argument von M 

also _ 

*(y's)|2(''wy^' 



das gibt 



^.i(l/|) = o(*Y«2^^ 
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g 162. Genauere Abscftäteung von Q(x) mü Hilfe von Jlf (a;) = 0(3:). 609 



-o(ävS) 

=„(1/J). 

Endlich ist 

- oisyi) 

-.ft/i). 

Zusammen genommen ergibt sich also aus (2) 

Q(x) - |,x + »Ci/J) + »(ys) + o(yj) 
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Zwölfler Teil. 

Anwendung der Sätze üter die Nullstellen der 
Zetafunktion. 

Fünfundvierzigstes Kapitel. 
Hiifssätze über 7^3* 

6 163, 
Hilfssätze über yr^ ■ 
Satzr Es habe (las positive a die Bedeutung von §§ 79 — 80: 
I'ür ( ;> (, (wo (, ^ 3 ist), « i 1 - ijo' ,- ist 

«») + 0. 
Dum ist bei jedem positiven J < -^ füri^f,, ^ 1 - ]_^'— 

Das folgt nicht etwa schon aus den früheren llesiiltateu; denn 
aus der in § 80 nehenhei bewiesenen Relation 

log £(s)=0(log;iog legi) 
folgt nur 

J__0(f.......) 

-0 ((log ()•'"•'). 
Beweis: Es aei \ ao gewählt, daß 

ist. 

In die Formel des § 73 

|9iJ'(s)|^],5|^ + 2^^ für :s-So:^P<'- 
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g 163. HilfseäUe iibei- ^ ■ 



='«^» '" F{S)- logi(s), 

Für f^t^, wo tj_ passend wählbar ist, gehören alle Punkte u -^ vi 
des Kreises s — So | < r dem Gfebiete 

» ^ 'o- M ^ 1 - ' J^ 
an, und es ist ferner 

,ßi-\mogi{i + j^ + ti)\ 

<logfeIog() 

< Cg log log ( 

und, da »ack § 80 für «> 1 -- ,i- 

S(s)-0(log(), 

d. k für i ä 3, « ^ 1 — i ,1-: 
^ ' ^ (i logt 

3ilogg(s)-logiS(s)l 

< c^ log log t 

ist, 

4 <«. log log ((+'+,'•.) 

Daher ist für \s ~ Sf,\ ^ q 



,SlogS(s)i < c.loglogi i^°i\ + 2»,loglog<^'j 

= Cgloglogi, 
also spezieU für s = G + ii, t > l, i — ,-\ < ö < 1 + r^ 
;9llog£(s)|<Cgloglogi. 
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612 XLVI, Anwendungen auf M(xj, g{x), .f(a:]. 



Für t>t,, G>1 + , — 7 ist 

\mogt{s)\<.Mgi(s)\ 

<CgIoglogi. 



;«l0gg(s) <»,l0gl0gi, 

MgUch für ( ^ i„, ä 1 - 



logt 


SRlogS(s)i<<!,loglog(, 


l»gj5(s)lj<«il»gl»g'. 


log |5(S)|>-C, log logt, 


iS»l>, ' , 


Rsri^'"^"- 



Sechsundvierzigstes Kapitel. 
Anwendungen auf M(x), ff(*)> fW)- 

§ 164. 
Anwendungen auf Mix), g(x),f(3c). 

Die Anwendung des Cauchyschen Satzes ergibt also wie in § 81, 
da in 

(1) \m\^^°^' 

der Wert des Esponenteii ganz unerheblich ist und nur die Kon- 
stante b des Gebietes f^t^,, e"^ i ~ , — ;, in dem (1) gilt, wesentlich 
ist, für alle 

ß < Yb, 
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§ 164. Anicendungen auf M(x), g(x), /"(ic). 



die Relation 

(2) M(x)-0{!i:^-y''^; 

da nämlich s =^ 1 eine reguläre Stelle ist, tritt das damalige Glied a 
hier nicht auf. 

Hierin kann z. B. cc die Konstante i bedeuten. 



S(«)-0 («-)'« i) 
und 

f(x)--l + 0{e-V^-\ 

In der Tat kann (analog zu § 158) aus (2) auf die Konvergenz von 
nunmehr mit der ftestabecbätzung 

geschlossen werden; denn für dag damalige 

ergibt sieh nunmehr, falls bei gegebenem positivem o. < - die Zahlen 
(C( und ßj < a, zwischen a und —^ gewählt werden, 
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614 XLVir. Weitere Sätie üher -^y- 

- o2 1 '~"^^'}^„+ " («-"■''"••) 

Siebenundvierzigstes Kapitel. 
Weitere Sätze tttter ^r^- 

§ 165. 
Weitere Sätze über -^r-r- 

Der Satz des § 163 ohne nähere Angabe von Cj genügte für die 
vorKegenden Zwecke. Es erscheint aber doch von Interesse, insbeson- 
dere die obere Abschätaung toh 

1 

\ia + ti)\ 

so genau auazufüliren, als es die vorliegenden Mittel gestatten. In 
§ 65 hatte sieh 

f,.^,.,-0(log.i), 
allerb estens 

ergeben, was ich jetzt erheblich verschärfen werde, durch den 
Satz: Es ist 

f(iqr77j= 0(Iog; loglogi). 
Beweis: In 

SHF(,)i^|,J|^^ + 2^1^^^- 
setze ich 
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g 165, Weitere Sätze über -^ ■ 



_F(s)=log£(s), 



*■ 2alog( ■''logt logbgC 



Für i^t^ gehöröD alle Punkte u + vi des Kreises Is — '^o I ^ ^ '^^™ 
Gcebiet 

v>:L, u'^l--—, 
= 0' ^ a logu' 

wie erfordern eh, an. Femer ist 

lßis|'og£(i + i„,Hirog-. + ^^)| 

^l«g^(l+i^gTlWt) 
<log(Cslog( log log i) 

= log log # + log log log ( + Cc, 

und, da für ff ^ 1 y ^- 

«s)-O(logi), 

also für (>3, 6>1 * — - 

= a logt 

3Jlog£(s)<loglogi + Cjo 
ist, 

A < log log (i + -^-l--, ■+ rog-nW*) + '^" 

<loglog;+ Cji- 

Daher ist für f^t, im Kreise | s — s^ | < p, also speziell im Punkte 

s-i + ti " . , 



1 5R log ^s) I < (log log ( + log log log ( + Cg) 



log log t 



+ 2(loglogi + c„) '''«f" 



< log log # -j- log log log ( + c,„ . 
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SLVII. Weitere Sätze über -n^ ■ 



>■ — loglogi — log log log i — C^^, 
|S(' + '')l> ...log,Ul.g. . 

Dies stellt im Verein mit 

g(i+<o-«a"go 

die genaueste bekannte Abschätzung der Zetafuiiktion auf der Geraden 
ff — 1 nach oben und unten dar. 
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Dreizeliütei' Teil. 
Die Funktion A(y^). 

Achtundvierzigstes Kapitel. 
Identitäten. 

§ 166. 
Identitäten. 

Ich will für A(») nicht sukzessive die ganze Tragweite der ein- 
zelnen Methoden rekapitulieren, sondern nur die ersten arithmetiaehen 
Eigenschaften angeben und dann gleich mit Hilfe einer Identität zwi- 
schen A(«) und ti(n) den schärfsten Satz über 

beweisen, welcher 

lautet. 

?.(n) genügt nach seiner Definition (vgl. § 150) für jedes Werte- 
paar a, b der Gleichung 

l{ah) = l{a)l{i), 
was bei /i^n) nicht zutrifft. 

Die erzeugende Funktion zu l(n) iat die für s > 1 1 
Dirichletsche Reihe 









1) Damit soll hier, wie stets, nicht gesagt sein, daß 1 die genaue Konver- 
genzgren/e ist. Zu entscheiden, welches der genaue Eonvergenzbereicli dieser 
nud der entspreclieiiden zu (i(») gehörigen Reihe ist, ist eines der wichtigsten 
ungelösten Probleme der Primzahl theorie. 
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Dies zeigt 



XLTIII. Identitäten. 

=77 i4 

2 s) 



die Reihe 

ist also entweder diTergent oder 0. 
Weiter ist fttr s > 1 



^ ..' £■(«) "^ EM ' 

lim^^*-" — m 



entweder divergent oder = 
Die Identität 



jiL' n' ^ «' ^ «3- 



liefert 

1" — 1 für Quadrate, 
^A(m)J_^ für Nichtquadrate 

und für alle iC ^ 
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. § 166. Identmien. 619 






|'^°'S=|l 




Die Identität 




(1) 

liefe 

(2) 


rf 





wo also m alle Zahlen durdilauft, deren Quadrat in n aufgeht. 

(2) kann man Sirekt so eiüsehen: Die Summe rechts hat in Wahr- 
heit nur ein von Null verschiedenes Glied, nämlich das, welches dem 
größten quadratischen Teiler m^ von n entspricht. Für diesen ist 
aher, da -, quadratfrei ist, 



-1K),»(:^.) 



Ferner ist nach (1) oder (2) 

WO also l, m alle Zahlenpaare durchlaufen, für welche Im^^x ist. 
Daraus folgt weiter für X^O 
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XLIX. ÄbseMtsungen von L(x) imd Folgerungen. 



wo die Summe natürlich auch bis w == oo erstreckt werden kann. 



Neunundvierzigstes Kapitel. 
Altscliätziiugeii von i(ir) und Folgerungen. 

§ 167. 
Abschätzuiigen von X(t^) und Folgdmiugfen. 

Aus der für gewisse positive ß in § 164 bewiesenen Relation 

folgt 

V- 

= 02^ «-"""■•"""■' 



""' ..,"'""■■+1 

- t.'-'"=^). 
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§ 167. AbBehätüungm von L{x) und Folgerungen. 



Wenn L^ix) bzw. L^(x) die Anzahl der Zahlen ^x bezeichnet, 
für welche 

k{n) = 1 
hzw. 

J(n) - - 1 
ist, ist daher 

L^{!i.^ ~ L,{x) - L(x) 

'- «W, 
andererseits für a; ^ 

L,{a:') + L,(x) = ix-] 

fo:^üch 

i.w ~ ; «, 

L,{x)~L,(x). 
Ferner folgt aus 

L{x)- 0{xe"'^°^) 

genau wie in § 164 bei t^(n), daß für !^50, i50 



■^ l(.)log'. (■-""•■■) 
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VIERTES BUCH. 

DIE PUNKTION ß («) UND DIE VEETEILÜNG 

DER QÜADßATFREIEN ZAHLEN IN EINEK 

ARITHMETISCHEN PROGRESSION. 
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Vierzehnter Teil. 
Historische Einleitung zum vierten Buch. 

Fünfzigstes Kapitel. 
Historiselle Einleitung znm vierten Bncli. 



Historische Einleitung zum vierten Buch. 

Herr Kluyver^* wurde 1904 durch iieuristisehe "Überlegungen zu 
der Vermutung geführt, daß für jede arithmetische Progression Icy -\- 1 

(1) 2"'? 

konvergiert. Die Konvergenz von (1) konnte ich^' 1905 heweisen, 
zugleich mit der viel weittragenderen Relation 

(2) Jf-W-Ol««-*"^'-); 
ich werde hier sogar 

(3) Jk")-0(««-"'""'"-) 



in, wo noch obendrein die Konstante k tod h und l unabhängig 
ist und z. B. = | gewählt werden kann, Aua (3) oder schon (2) 
folgt natürlich (vgl. den entsprechenden Schluß in § 158), daß 






für jedes reelle Wertepaai' q, t konvergiert. 

Zugleich gelten diese Gfesetze für X(n). Zur Abwechselung und 
auch, weil es in einem bestimmten Punkte vorteilhafter ist, will ich 

1) «! 7i 

2) 18; la. 
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L. Jlisiorisehe Einleitung sum vierten Buch. 



in diesem vierten Bueli alle jene Gesetze durch meine Methoden zu- 
nächst für X(n) beweisen und i3ann durch eine Identität anf n(n) über- 
tragen. 

Ich mache gleich darauf aufmerksam, daß ich hier (im Gegensatz 
zum zweiten Buch, dessen Ergehnisse vielfach benutzt werden) auch 
den Fall behandeln muß, daß h und l einen größten gemeinsamen 
Teiler rf> 1 haben. Nur, wenn ä einen quadratischen Faktor > 1 
hat, wären die in Betracht kommenden Sätze über ji(ti) wegen 

}i(hy + = 
trivial. 

Da für quadratfreiea d leicht bewiesen werden kann'l, daß die 
Anzahl der quadratfreien Zahlen bis x in der Progression i-^ ex ist, 
wo c > ist, so läßt sich auch hier das Hauptergebnis 



^X.>)-»W 



so interpretieren: 

Es gibt bis x in der arithmetischen Progression hy -'r l; 
wo (Ä, quadratfrei ist, asymptotisch ebensoviele quadrat- 
freie Zahlen, die aus einer geraden, als solche, die aus einei 
ungeraden Anzahl von Primfaktoren bestehen. 

Es darf bei den folgenden Untersuchungen ob:" ■"---'--■-■--■' 

der Allgemeinheit 1 ^l ^]i angenommen werden. 
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Ftinfzehnter Teil. 

Über die Verteilung der Zeicten X{n] in der 
aritlimetischen Keite. 







Einundfünfzigstes Kapitel. 






Reduktion auf 


ein anderes ProWem. 

§169. 






Zurückfilhrime' 


von rf > 1 auf d = 




Das Ziel lautet 








.-?/«■ 


.o(^.-""°"). 


Das 


sei 


schon in allen Fällen bewiesen, wo 


ist. 


Eb 


sei nun ein Fall vorgelegt, wo 


ist, 


und 


h 


-dt, 
-di 


gesetzt. 


Dann iat für s > 1 








T-^^ 


Zj (ly + lf 
1(^ "V ^^'*) 

B=[{injd.I) 
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LI. Reduktiim auf ein anderes Problem. 



d. h. (wie auch direkt eraiehtlich iat) 
woraus die behauptete Reduktion folgt: 

n = limod.k) 

§170. 
Zurückführimgf auf eine andere Klasse vou Summen. 

Ich darf also ohne Beschränkung der Allgemeinheit 

ft i) - 1 

annehmen; dann ist offenbar, wenn 



gesetzt wird, 



2 '«'7^ = «») 



Die Untersuchung reduziert sich also auf den Beweis der Relation 

für einen beliebigen^' Charakter modulo k. 

1) Piic deo Hauptcharakter ließe sicli dies übrigens unsoliwer aus den Er- 
gebnissen Ton Teil 13 elementar ableiten. 
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Zweiundfünfzigstes Kapitel. 
Hilfssätze aber die erzeugeude Funlttioii und Beweis des Hauptsatzes. 

g 171. 
HUfssätze. 

Zur. summ atori sehen Funktion 

i;(,(»)i(«)-i;j{«)K«) 

gehört als erzeugende, für e>l konvergente Dirichietsehe Reihe 



-u—. 



wo LJs) die Punktion des zweiten Buches ist. 

Wörtlich wie in § 163 ergibt sich hier aus dem Resultat dea 
§ 131, daß für jedes b<^ im Gebiet g ^ 1 - j^ 

ist. Da im > ^ + d, ä > 

ist, erfüllt also die durch die erzeugende Dirichietsehe Reihe (1) 
definierte und für s = 1 reguläre Funktion die Bedingungen, welchen 
in § 81 die Funktion -^, in § 164 die Funktion ^ genügte. 
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8 1'2. 
Beweis des Satzes, 

Daher ergibt die Anwendung des Cancliysclien Satzes wörtlicli 
wie in §§ 81 nnd 164 

und damit nach dem Obigen für alle, auch gemeiiiteilige Wertepaare 
Ä:, X die angekündigte Relation 

Jl(»)-0(««-l'-.-), 
also die KoriTergenz toii 



■y l^log''» 



für alle reellen q, t mit der ßestab Schätzung 



2 m^'^p- = o{^"y^^). 



Hierbei ist a oiae beliebige Zahl < --=., also z. B. 

a = 0,2. 
Da die Anzahl der Zahlen hy + 1 ^x offenbar 
| + 0(l)~f 
ist, so läßt sich die u. a. gefundene Relation 

2K'>) - o(«) 

auch so interpretieren: 

Es gibt bis x in der arithmetischen Progression hy+l 
asymptotisch ebensoviele Zahlen, die aus einer geraden, 
als solche, die ans einer ungeraden Anzahl von Primfaktoren, 
bestehen. 

Hierbei sind mehrfache Primfaktoren mehrfach gezählt. 
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Sechzehnter Teil. 

Über die Verteilung der Werte von ^(y^) in der 
arithmetischen ßeihe. 

Dreiundfünfzigstes Kapitel. 
Die Summe ^{i{n) In der Progression. 

Die Summe ^ii(n) in der Progression. 

Es sei jetzt 

entweder = 1 oder > 1, aber jedenfalls quadratfrei'^'. Für s > 1 iat 

J 1 £(Bs) 

t{s) J(2s) m ' 

daher ist 

^W-^" (.(».)).(£,), 

also 

yi i 



J) Soest wäie ii.(ky-\- 1) stets 0. 
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LIII. Sic Summe ^y.(n] in der Progression. 



Für solche in, bei denen 

m^g ^ l (mod. h) 
in g unlösbar ist, ist eben die innere Summe Null. Für jedes feste m 
ist also die innere Summe entweder oder ein L^ { A oder die Summe 
mehrerer, wobei 

ist und V die zwischen 1 und k gelegenen Wurzeln der iCongruenz 
jn^«i ^ Z(mod. Ä) 

durchläuft. Genauer: Die innere Summe ist ^, ij„ ( — A oder 0, je 
nachdem " 

(».',t)ii 

ist oder nicht. Auf aUe Falle gibt es eine Konstante b derart, daß 
für alle a; ^ 1 und aUe m <'|/a^ die innere Summe absolut genommen 

ist. Daher ist 

Vi 

^T' < \ /^ ^T' * -»i/iogj~2iog7j( 



) nach der in § 167 ausgeführten fteehnung 

Hierin kann u z. B. die Zahl 0,2 bedeuten. 
Also ist für reelle q, t 



konvergent und für alle ß < — 



2 ^f^^'^oie-'-y^^). 
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§ 174. Silfsaaiz über Q(x;l;l). 



Vierundfünfzigstes Kapitel. 
Die qaadratfreien Zahlen der Progression. 

§ 174. 
HU&satz über Q(x;kfl). 

Definition; Es bezeichne Q{x; k, l) die Anzahl der qiiadrat- 
freien Zahlen < er, welche ^^l (inod.k) sind. 
Wenn 

nicht quadratfrei ist, ist offenbar 

Q(a:; h, = 0. 
Sonst gilt der 

Satz; Wenn d quadratfrei ist, existiert 
j.^ Ö(a;;J:, l) 

nud ist positiv. 

Beweis: Wie immer darf l^T'^Ä angenommen werden. 

1, Es sei 

d^l, 
d. h. 

Es bezeichne A(x; k, l, n) hei ganzzahligem positivem n die Anzahl 
der Zahlen ?/ ^ 0, für welche 

hy + l = (mod. n) 
nebst 

ky -\-l^x 

ist, d. h. die Anzahl der positiven Multipla von n bis x in der Pro- 
gression. Falls 

{n, ft) > 1 
ist, ist identisch 

Aix\ k, l, n) = 0. 
Falls 

{n, H) = 1. 

ist, hat die Kongruenz modulo n genaa eine Wurzel; für alle x'^l 
ist also die Anzahl der Wnrzeln im Intervall 
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entweder 
daher ist 


für alle X 


>0 










Äi^: 


; t, !, «) - ~ + ®, 


ist. 

Nun ist 


J" 


-l<©-8(a;; *,!,«)< 2 

. . 1 = 1 für quadratfreiea )*, 

\ - für nicht quadratfreies n, 



= _^fi im) A (x; ]c, l, m^) 

wo m die zu /; teilerfremden Zahlen durchläuft, folglieh 
Q(x; t, - 12 mV + 0(1/«) 

6 1 
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174. SUfssatz über Q{a:;i,l). 



Es verdient bemerkt ' 


zu werden, daß dieser positive Grenzwert 


hm^ 


■,k,lj 6 1 




' ""'^('-f) 


von l unabhängig ist. 
2. Es sei 


(i, - Ä 


>1 
und d quadratfrei: es werde 




l-M 


gesetzt. Die quadratfreien 


Zahlen 




iy + !^x 


sind identisch mit den Zahlen d(iy + l), für welche ty ■+■ I quadrat- 


frei, < -j- und zu ä teilerfremd ist. 



Die Zahlen tj/ + i, welche zu d teilerfremd sind, sind gewisse 
volle Restklaseen modulo 

td = 'k; 

denn, wenn d irgend eine zu d teilerfremde Zahl ist, ist 

s ^ I.(mod. f) 
mit 

z = d(moi.d) ■ 

entweder inkompatibel oder durch eine voUe Restklasse modulo des 
kleinsten gemeinsamen Vielfachen von t und d, d. h. durch eine oder 
mehrere volle Restklassen modulo id = li erfüllt. Es sei p die An- 
zahl der Restklassen modulo li, welche ^ l (mod. t) und zu d teiler- 
fremd sind. Auf den Wert von. p kommt es hier nicht an, wohl aber 
auf die Konstatierung, daß 

ist. Es seien p',p", ■ ■ ■ die etwaigen Primfaktoren von d, die nicht in 
f vorkommen. Eine Zahl bs I (raod. !) ist zu d dann und nur dann 
teilerfremd, wenn sie zu p'p" ■ ■ ■ teileriremd ist; denn ein Primfaktor 
von ä, der t teilt, geht wegen 

in keiner Zahl ty -\-i auf Da f zu p'p" ■ - ■ teilerfremd ist, sind die 



beiden Kongruenze 



s = I(mod.!) 
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LIV. Die quadraffreien Zahlen der Progression. 



S = \ {vaoA.p'p" ■ ■ ■) 

kompatibel, also p > he-wiesen''. 

Wenn \, ■■•, l die y Restklassen bezeichnen, deren Zahlen 
= l(mod, f) und zu d teilerfremd sind, ist nnn nach dem Obigen 

e(i;i-,i)_J;e(f ;*,(,), 

also wegen 

(ft, l,) = 1 

nach dem Ergebnis des ersten Falles 

Obgleich es auf den Wert von p nicht ankommt, möge er doch 
berechnet werden^, p ist die Anzahl der Zahlen 
(1) i,i+%i+2%---,\-\-{d-l)% 

welche zu ä teilerfremd sind; wenn p',p", ■ ■ ■ die nicht in t aufgehen- 
den Primfaktoren von d bezeichnen, ist also p die Anzahl der Zahlen (1), 
welche zu 

P'p" ■■■ = !' 
teilerfremd sind^). Nun stellt 

0, 1,- -.,(?- 1 
p vollständige Bestsysteme modulo P dar; wegen 

(1, F) - 1 
steRt 

0.(, 1 -I, ..., ((i-l)l 

ebenfalls -p solclie Restsysteme dar, also die Reihe (1) ebenfalls 
Daher ist 

e-MF) 



'^m-w 



1) Hieibei braucht d nicht quadratfiei zu eein. 

2) Vgl die vorige Anmprkucg 

3) Falls jeder Pnmfaktor von d m 1 aufgeht, ist natürlich P= 1 und p = d. 
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§175. 

Anwendung auf die Verteilung der Werte von nin) in der 

Progression. 

Es sei (k, l) quadratfrei. Es bezeichne M^(x; h, T) bzw, M^(x\ k, l) 
die Anzahl der quadratfreien Zahlen < x, welche ^ l (mod. it) sind und 
welche aus einer geraden bzw. ungeraden Anzahl von Primfaktoren be- 
stehen. Dann ist nach den Ergebnissen der beiden letzten Paragraphen 

M,{x; k, l) - M^{x; k, l) =J'^(n) 

MJx; k,V}+ MJx; h, l) = Q{x; h, l) 

•^ ex, 
wo 

c>0 
ist, also 

MJx]k,l)r^-^x, 

M,(x;k,r)^^x, 
3I^(x;h,l)'^M^(x;k,l), 
womit der am Schlüsse des § 168 ausgesprochene Satz bewiesen ist. 
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FÜNFTES BUCH. 
ANDERE PEIMZAHLPROBLEME. 
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Siebzehnter Teil. 
Historische Einleitung znm fünften Buch. 

Fünfundfünfzigstes Kapitel, 
Historisclie Einleitung zum fünften Buch. 

§ ne. 

Historisclie Einleitung zum fünften Buch. 

Die weiteren Prinizablprol)lemej um welche es sieh in diesem 
Buch handelt, Bind keineswegs so beschaffen, daß ihre Lösung sich 
durch unmittelbare Anwendung der Ergebnisse und Methoden der 
ersten vier Bücher ergibt^'. Vielmehr muß dazu eine Reihe weiterer 
Überlegungen aUgemeiner Art hinzutreten, insbesondere in Bezug auf 
die bisher nur gelegentlich^) vorgekommene Benutzung D.irichlet- 
scher Reihen, welche bei freier Bahn mehrdeutige Funktionen defi- 
nieren. Nachdem einige typische Probleme durch die modifizierten 
Methoden erledigt sind, lassen sieh leicht weitere Gruppen von Frage- 
stellungen neu konstruieren und mühelos beantworten. In dieser 
Hinsieht wiU ich keine unnötigen Beispiele anhäufen; vielmehr be- 
schränke ich mich fast ausschließlich dai-auf, in der Literatur vor 
mir ohne Lösung vorhanden gewesene Probleme (die untereinander 
noch ziemlich heterogener Art sind und die verschiedenen Typen 
daher gut repräsentieren) zu erledigen. 

Im achtzehnten Teil beweise ich im Anschluß an eine meiner 
Pahlikationen''' aus dem Jahre 1909 die Richtigkeit einer schon 1900 
von Herrn Lehmer*' ausgesprochenen Vermutung, wobei ich dessen 
Wortlaut etwas berichtigen mußte und wesentlich verschärfen konnte: 

1) Derartige Probleme ließen sich iu beliebiger Menge stellen, z. B:: Die 
AnKahl der Zahlen &i/-f-i<a: abauschäben , welebe ans genau v Prirafaktoren 
znaammeageaetzt sind, usw. usw. 

3) Im g 64 und im Kapitel 33, 

3) 43. 

4)1. 
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Es seien X verachiedene zu Ti teilerfremde Hestklaeseii 
gegeben: Tty -\-\,- • ■, ^y + ^j- Es sei 

@(m) = 1 oder =-0, 

je nachdem alle Primfaktoren von n einer jener X Klassen 
angehören oder nicht; es sei v(n) die Anzahl der verschie- 
denen Primfaktoren von n. Ea werde 



gesetzt. Dann existiert 

lim '^ 



nnd ist > 0. 

Den Anlaß zn dieser Fragestellung hatte Herrn Lehmer ein ganz 
spezieller Fall gegeben, in welchem die Theorie der quadratischen 
Formen schon auf elementarem Wege den Beweis heferte. Es sei 

yt = 4, yL = l, ;i = l. 
Dann konnte Herr Lehmer aus der Theorie der quadratischen Formen^' 
schließen, daß « 

lim -^^ = — 

ist. Ebenso erledigte er die Falle 

und 

h^Q, X = l,\^l. 

Übrigens waren bereits für 

yt = 4, A = 1, ?! - 3 
meine transzendenten Methoden nötig; diesen Fall, wo Herr Lehmer 



1) Er lienutite nämlich hier für ungerades n >> 1 die Interpretation von 

als Anzahl der Darstellungen von n aXi Summe Kweier teileifremden Quadrate 
positiver Zahlen. 
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vermutet hatte, nebst den Fällen 

/e = 3, A = 1, i^ = 2 
und 

;fc = 0, i ^ 1, i^ = 5, 

d. h. alle übrig gebliebenen Fälle, in denen A = 2, X = \ ist, hatte 
ich^) schon J904 erledigt. Bei ihnen waren gewisse später eingeführte 
Hilfsmittel (Anwendung der Beziehungen zwischen S{F(s) und \F{s)\ 
im Sinne des § 73 und Einführung mehrdeutiger Integranden) noch 
nicht nötig. 

Ferner beweise ich, was auch in jener Arbeit^* TOm Jahre 1909 
steht, als unmittelbares Korollar aus den Hilfssätzen des vorigen 
Problems, daß unter den obigen Voraussetzungen 



existiert und > ist. Dasselbe gilt, wenn statt 0(ra) eine folgender- 
maßen definierte Funktion gesetzt \»ird: 1, wenn jeder Primfaktor von 
n entweder einer der Formen Izy + ^i, ■ ■ ■, ^iy + li angehört oder in li 
aufgeht oder, soweit er nicht zu diesen beiden Kategorien gehört, in 
gerader Vielfachheit auftritt; für die' übrigen w. 

Insbesondere, wie ich'* schon 1908 entwickelt hatte: Bekannt- 
lich*' ist w in zwei Quadrate dann und nur dann zerlegbar, wenn jeder 
etwa vorhandene Primfaktor 4j/ + 3 in gerader Vielfachheit auftritt. 

im Sinne der letzten Definition von ®{yi) für ft = 4, A = 1, \^\ ist 
also die Anzahl der in zwei Quadrate zerlegbaren Zahlen bis x, und 
diese Anzahl ist daher nach dem angekündigten Satz 



fc>0 



1) 17. 
S) 13. 

3) 38. Dieaei- Pall ging etwas einfaclier zu erledigen, da für ?i ^= S feeine 
komplesen Charaktere vorhanden sind. 

4) Vgl. § U3. 
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ist. Damit war eine Er^azung zu einer altbekannten Tatsache aus 
der elementaren Zablentheorie gegeben. Bekanntlich^* ist jede ZaM 
in vier Quadrate zerlegbar; sogar in drei dann und nur dann, wenn 
sie nicht die Form 4''(8j/ + 7) (« ^ 0, y^O) hat; sogar in zwei dann 
und nur dann, wenn sie keinen Primfaktor 4j/ + 3 in ungerader Po- 
tenz enthält; eogar in eines dann und nur dann, wenn sie ein Qua- 
drat ist. Es bezeichne Ä{x\ B(x), G{x), I){x) bzw. die Anzahl der 
in 1, 2, 3, 4 Quadrate zerlegbaren Zahlen ^x. Dann ist offenbar 
für a: ^ 1 

-Vi, 

ferner 

Über C(x') ist für x ^ 7 leicht entwickelbar: 

re + n li+'l iJ + 'l [i + 'l 



ä,+i T + ' 4'+' i- + ' 

-!(»'+:+?. + ■■■ + ;) + ow 

- I + 0(1) + 0(loga:), 

Aber über B(x) war eben noch kein asymptotischer Vergleich mit 
einer elementaren Funktion positiven Argumentes bekannt, ehe ich 

bewiesen hatte. 
1) 'Vgl. § 144. 
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Setzt man noch ™, , , ^ •. 

%{x) = A{x), 

•idlx) = B{x) - A{x), 

^{x) = C{x} - B{x), 

%{x) = D(x)^C{x), 
A. h. Tersteht unter %i{x}, 8(a:), ^{x), 5D(a;) die Anzahl der Zablen 
^x, zu deren Darstellung genau 1, 2, 3, 4 Quadrate erforderlich sind, 
so bedeutet dies 

^ix),r^h-^, 



'S}(x)^\x. 

Im neunzehnten Teil beweise ich — ■ dem historischen Problen) 
entsprechend unter Verzicht auf alles über den bloßen KonFergena- 
beweis nebst Wertbeatimmung hinausgehende — im Anschluß an eine 
Arbeit von mir^ (1907) die Konvergenz 

1. sämtlicher in dem berühmten fünfzehnten Kapitel des ersten 
Bandes von Eulers^' „Introductio in analysin infinifcorum" auftretenden 
Reihen, welche von der Verteilung der Primzahlen abhängen; es waren 
bis 1907 einige übrig geblieben, für die ich zuerst den Konvergenz- 
beweis erbracht habe, nachdem die anderen nicht durch allgemeine 
Eoüvei^enzsätze erledigten von den Herreu Hertens^' (1874) und 
TonMangoldt*! (1897) bewältigt waren; 

2. sämtlicher bei Mobius** (1832) vorkommenden Reihen; 

3. sämtlicher in einer ÄrbeitCe3äros^*(1885) auftretenden Rieihen, 
bei denen das, was er als Kouvei^enz beweis von 

i«. 

ausführte, durchweg nur der Existenzbeweis des Limes 



^2"^ 



2) 2. 

3) 2. 

4) i; 5. 
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4. einiger Reiheji, welche Herr Kluyver^ mir brieflicli mit 
heuristischer WertbestimmuDg TOrgelegt hatte. 

Wie gesagt; will ich auf diese meist klassischen Probleme nicht 
neue häufen. 

In diesem neunzehnten Teil, in welchem ich von der komplexen 
Integration keinen Gebrauch mehr mache, sondern aUe Ergebnisse aus 
früheren elementar herleite, schicke ich, um eine möglichst einheitliche 
DarsteRung zu gewinnen, ein allgemeines Kapitel über Multiplikation 
Diriohletscher Reihen*' voraus. 

Im zwanzigsten Teil gehe ich zu einer ganz anderen Art von 
Primzahlprohlemen über. Tschebyschef^l hatte 1853 ohne Beweis 
den folgenden Wortlaut veröffentlicht; 

„Si de la totahte des nombree premiers de la forme 4re + 3, on 
retranche celle des nombres premiers de la forme 4w + l, et que 

l'on divise ensuite cette difference par la quantite t^ — , on trouvera 
plusieurs valeurs de x teUes, que ce quotient s'approchera de l'unite 
aassi prfes qu'on le voudra." 

In Formeln: Wenn f[w) die Anzahl der Primzahlen in -\- l ^ x, 
giai) die Anzahl der Primzahlen 4w -|- 3 ^ « ist, so gibt es nach An- 
nahme von ö und ^ ein x = x(^, iJ) > | derart, daß 

\ 9<X)- fi»:) 



^ -r*' 



d. h. 



ist. 

Diese Behauptuug liegt in ganz anderer Richtung wie die bis- 
herigen Sätze über die Primzahlen in arithmetischen Progressionen, 
welche für den vorliegenden Fall in 

S(x)-f{x)-0{pe-"^'-'-) 
gipfeln. 

Für jene Behauptung existiert noch kein elementarer Beweis; 
Tsehebyschefs Ankündigung, er habe einen solchen, seheint mir 

1) Vgl. meine Arbeit 88, S. 145—153. 

2) So lautet auot der Titel meiner Arbeit 33, ia der die obigen Konvergenz- 
be weise zuerst geführt sind. 

S) 5. 
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umsomehr auf Irrtum zu beruhen, als für zwei andere Behauptungeu'', 
welche er gleichzeitig als aus derselben Identität ^1 fließend ausspricht, 
bis heute unter Benutzuug aUer Hilfsmittel kein Beweis (ubiigens auch 
keine Widerlegung) yorhanden ist. Aber funlitionentheoietisch ist 
der obige Tschebyschefsehe Wortlaut schon zweimal bewiesen 
worden: Zuerst 1891 von Herrn Phragmen^ zuzweit 1905 einfacher 
TOn mir*'. 

Ich setze im zwanzigsten Teil meinen Beweis auseinander, der 
sich auf einen allgemeinen Satz^' über Dirichletsche Reihen mit 
Koeffizienten ^ gründet: 

Wenn die endliche Zahl « die Konvergenzabszisse einer 
Dirichletschen Eeihe 



2i 



ist, deren Koeffizienten ^0 sind, so ist k ein singulärer 
Punkt der für ff>a durch die Reihe definierten analytischen 
Funktion. 

Die Tragweite dieses Satzes liegt darin, daß eine Dirichletsche 
Reihe gar keinen singiilären Punkt auf ihrer Konvergenzgeraden zu 
haben braucht, wie z. B. die ganze Funktion 



i + i 



T' + - 



. (1 - 2'-)?(») 



1) Wen» ;l(j5) = 0, 1, — 1 fürf) = 2, j. = i{mod. 4), ^^3(mod.4)(d. h. z(j!) 
der Nicht-Hftnptcharakter modulo 4) ist, so sei 

2. im Falle der Konvergenz von 



1 f{x) monoton abnimmt, 

2) Die Identität, auf die t 



limyä/'(3:) = 0. 
anspielt, ist natürlicli 



4) 21. 

5) Deraeibe i 



r Arbeit 31 zuerst bewiese 
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Nachdem ich wegen der hiatorischen Wichtigkeit den Phrag- 
menschen (yon TacLebyeclief vermuteten) Satz bewiesen haben 
werde, der sich auf das spezielle 

bezieht, mache ich einige Bemerkungen über den Fall des beliebigen k. 
Alsdann beweise ich mit derselben Methode über ^(x) eine Reihe von 
Sätzen 'ähnlicher Art („gewisse Ungleichungen gelten unendlich oft"), 
welche in unwesentlich geringerem Umfange zuerst, aber nicht so ein- 
fach von Herrn Schmidt^! bewiesen worden sind. 

1)1. 
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Aclitzehnter Teil. 
Über die Funktion J; 3"'"' 0{w). 

Seclisundfünfzigstes Kapitel. 

Die erzeugende Diricliletschc Reihe und ihre analytischen 
Eigenschaften. 

§ 177. 
Einführung der Dirichletscheu Reihe ^(s). 

Es bezeichne &{n) die Zahl 1 oder die Zahl 0, je nachdem jeder 
der j'(k) Primfaktoren von« einer der l arithnaetischen Progressionen 

^'y + ^1! ■ ■ ■; ^y + ^j 
angehört oder nicht, wo l^, • ■ -, Ip gewisse veraehiedene, im Intervall 
(!■■-&) hefindliehe, an k teilerfremde Zahlen sind und l einen der 
Werte 1, 2, ■ ■ -, ft =- (p{h) hat Dabei ist unter @(1) der Wert 1 zu 
verstehen. 

Es ist oEFenbar für ö > 1 






wo q aUe Primfaktoren durchläuft, welche einer der l Progi-essionea 
angehören; für e > 1 ist daher 
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650 LVI. Die erzeugende DirichUtsche Seihe und ihre atial^tisehen Eigensehaßen. 



§ 178. 
Beziehung^ zu L^{s). 

Für jeden emzelnen solchen Faktor 



n-f 



der also die erzeugende Funktion im Falle eines einzigen l (d. h. 1=1) 
liefert, ist 






eine für ff > 1 reguläre und nicht Terschwindende Funktion. Es werde 
log /"(s) für s > 1 reell definiert. Dann ist, wenn </i{s), ^^(s), - ■ - lauter 
in der Halbebene 6>y absolut konvergente Dirichletsche Reihen 
bezeichnen, 

- 2 2 |i +».(=•)■ 

Nun ist aber 
also ist 

log«») -12 Ad '"''^'W + !>.('): 

folglich, wenn dies für ^j — ii_, ■ ■ ■, f-x angesetzt und summiert wird, 
-e,log£,(s) + ■■■ + e, log i,.(») + <;,(«), 
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Cf, Konstanten sind und insbesondere 

e =.^- y. i- 

1 h ^%^ p 



ist. 

§ 179. 
Analytische Eigenschaften von %(s). 

Nach § 131 ist bei passender Wahl eines ^0^3 und eines ö > 
für t>ta, s'^l~--~ -^ 

LM + 0. 

Hieraus folgt gerade so, wie bei logi;(s) in § 163 geschlossen wurde: 
Wenn 

ist, 30 ist für f^t„, e ^ 1 — j^-^ 

\miogLJs)\<c,\üg\ogt. 
Es ergibt sich sogar 

|logi^(s) , <Cäi-Oglog/; 

denn, wenn statt der dort angewendeten Formel aus | 73 
die hier erforderliche andere Formel aus § 73 



verwendet wird, so kommt eben das eine Glied 

;rl-lsiogf-.(l+i, + «) 

iSi°i;5(i+ioi.) 

-O(loglog() 
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LVI. Die erzeugende JHriehletsche Seihe wtd ihre analytisehen Eigenschaften. 



hinzu. Cg kann gleichmäßig für alle m = 1, ■ ■ -, h gewählt werden. 
Danii ist für 1 1| ^ ^o) 6^1— t — rrj? ''-= 1, ■ ■ •, ^ 

llogi,(s)|<c,loglog|^;, 
d. h., da bei passender Wahl von t^ jenes Gebiet der Halbehene ö > ^ 
'°«*"'' llogg(,)|<^logl„g'(|, 

8ilogS(s)<»,loglog|i, 
g(»)|<log^|i|. 

Da ich. in dem vorliegenden Primzahlproblem nur das höchste 
Ghed berechnen will, verkleinere ich b, indem ich es durch eine solche 
kleinere positive Zahl hg<.-^ ersetze, daß für 

I ■ = ' ^ log ■ f I 

und für 

LJA + 
ist. Dann ist also bewiesen: 

Es gibt zwei positive Konstanten ?>o "^ i ^^^ "i derart, 
daß in dem durch den Schnitt von 9 bis 1 aufgetrennten 
Gebiete , 



•^^*-l-I^. für3^i^-3, 

ß> i^ h für t<-^ 

= log (- 1) = 

^(s) regulär ist und für 

U'^3, 6>l-r-T^ 

I = ' ^ log|(| 

die Relation 

ig(s)l<logH'l 
erfüllt. 

Wegen 

logS(s)-¥l''8ii(») + «<l°gi.('') + ^" + «.l°8i.W + aW 
ist %{s) auch auf dem Schnitt, exkl. s= 1, regulär und am unteren 
Ufer gleich dem Wei-te am oberen Ufer mal 
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§ 180. Die komplexe Integration. 653 

Im Punkte s = 1, also in dem gaiizen Gebiet ohne Sclinitt, ist 

logS(s)-xlogi^ 
regulär. In der Umgebung von s = 1 gilt für die Funktion %(s) die 
Entwicklung 

SW- ^5 (A+^,(S-1)+A(»-1)'+"-) 

A + 



Si eben Uli dfünfzigstes Kapitel. 
Beweis des HaHptsatzes, 

§ iw. 

Die komplexe Integration. 

Da nun 

ist, so ergibt die bebannte Anwendung des Cauobjacben Satzes (vgl. 
§ 81), bei der hier nur 1. das obere Ufer des Schnittes von & bis 
1 — ö' (wo S positiv und hinreichend klein ist), 2. alsdann von 1 ^ tJ 
an der Kreis um 1 als Mittelpunkt und mit ö als Radius im nega- 
tiven Sinn bis 1 — ^, 3. schließlich das untere Ufer des Schnittes von 
1 — d bis & einzusehalten ist, nach den im vorigen 1 
i Eigenschaften von 5(s) 



wo (S- - - ■ ^) den oben angegebenen dreiteiligen Weg bezeichnet ^' und 
ß eine positive Konstante ist. 

1) Die Voi'siclitsmaßregel des Kreises um 1 ist im ¥aM -3- <; 1, d. h. ^<-^ 
unnötig, ÄlEdann darf rnbig am oberen Ufer von & nach. 1 hinein integriert 
werden und dann am nnteren Ufer zurück nach &. 
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Ntm gilt in der Umgebuüg von s = 1 die am Schluß des vorigen 

Paragraphen angegebene Entwicklung. Wenn (s — 1) * für s > 1 reell 
gemeint ist, sind J.^, A-^, ■ ■ ■ reelle Koeffizienten. An beiden Ufern 

des Schnittes bedeutet dann (s — 1)* je einen bestimmten Wert; die 

Amplituden sind e~ * . Für ^^ ergibt sich an beiden Ufern mit dem 

betreffenden Wert von (s — 1) * 

(■-!)' 
Auf der Strecke S' fj s <J 1 ist nun 

\B,{s-iy+s,{s~iy + ---\^B{s-vf, 

I ^, B, (8 - 1)' + ■ - ! ^ ^^,f^^ _ g-,^ -X ^ 
(s ~ 1)'' 
was in s = 1 hinein integriert werden kann und auf dem Wege hin 
und zurück den Beitrag 

0fx'(i - sf~^ ds 
liefert. Daher ergibt sich 

wo die beiden ersten Integrale rechts über den dreiteiligen Weg zu 
erstrecken sind. 

Wenn ^X 

gesetzt wirdj ist also, da 

ist, 



(1)' 



jij v^ s, J (<-i)' J (.-1)'^' 

+ ofx-(l -s)'->ds+ 0(a:e-"l'w^), 
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. T>ie 'komplexe Integration. 



655 



wo die beiden ersten Integrale am oberen Ufer von bis 1 — d, über 
den Kreis um 1 im negativen Sinn bis \ — ä und dann am unteren 
Ufer bis zu erstrecken sind. 

In Bezug auf ij unterscheide ich nun vier Falle: 

l. 0<n<l, 

% ^ = 1, 

3. 1< ^ < 2, 

4. ij = 2. 
1. Es sei 

0<A<|. 
d. h. 

0<j;<l. 

Dann können beide Integrale auch nach 1 hinein erstreclit werden, 
und man hat einfacher 

^Y f^^ds-l fx(l-sf-'ds+ 0(a:e-"^^^), 
•wo 

r + 

ist und (1 — s)'' den reellen Wei-fc bezeichnet. Nun ist 



f-^—ds= f—d 



X j e " "^'^u ''du 

X C -« -., 

; — \ e V 'd'. 

(log«)^-"./ 

— ^1— ni--«) 
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LVn. Beweis des Sauptsaties. 



-0 


( (log «.)'-" 


). 


J"' 


><■)»(«) log -5- 




(loga;/-'' 




6 ; 


i<ni- 


i) 


+ 0, 







nnd ^ j 



also 

(2) 



alao eo ipso — ohne genauere Realitäts- oder Voizeicheiidiskussion ^' — - 

?»>0 
ist. 

Dasselbe Ergebnis (2) mit 

h>0 
werde icli nun, ehe ich weiter schUeße, in den drei anderen Fällen 
finden, 

2. Es sei ,, 

d. b. 

,-1. 

Dann hat %(s) einfach einen Pol erster Ordnung im Pnukte s = 1, 
und der Weg von um 1 und zurück liefert jedenfalls 
— 27tibx 



und daher (2) mit 
3. Es sei 


S>0. 




'io- 


dann ist 





1<^<2, 
und in (1) kann wenigstens das zweite Integral in den Punkt s = 1 
hinein erstreckt werden: 

1) Diese Diskussion ist natürlich sehr einfach. 
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g 180. Die komplexe Integratio 



Durch partielle Integration ergibt sich 
/ »s = ; , H ^,- iog X I , a.s , 

J(»-l)' ^ '^v-i » /('-') 

WO 

ist; wegen < ^ — 1 < 1 ist naeh dem Falle 1. 

J(l-.)'-' (log..)"-' ^ "' 

ferner ist nach dem Falle 1. 




,//(!-»)>-.. ^0(--3,,,). 



Aus (3) folgt also auch hier die Richtigkeit Ton (2) mit 
&>0. 
4 Es sei 

1 = A, 

dann ist s = 1 ein Pol zweiter Ordnung von - -5- ; aus 

»■ (»-!)■ + ,-1 + 

mit 

folgt 
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LVn. Beweis des Hattptsat^es. 



wo das Residuum 
ist. Dalier ist hier 



_2'2''"'8(i»)log^ -Ä,xlogx + B,x+ o{xe-""°''), 



— A 



(log^) » 



S + 0, 
S>0 



ist, wie in (2) gerade verlangt wird. 
In jedem FaR haben wir a 



K'l ^' -c^njL-jy 


' W " 1 «^ 




wo 


(log .r) ^ 
i)>0 


V(log 


ist; anders gesehrieben: 






^..< 


"'®(..)log|-~!> - 


»i . 



§181. 
Übergang zur Endformel. 

Daraus folgt bei gegebenem konstanten d > weiter 

^V« @{n) log ^^^-^ ^ 6 '^ + '^ ,, 

" = ^ (log (a: + da:)) * 
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§ 181. Übergang zur Endformel. 



> 2 " @{n) log -■ — = b '- ^vj + 1 ^ \ , 

also durch Subtraktion von § 180, (4) 

log(l + d)^2"W©(«) +2'2^""®Wlog^- 

(logi) '■ Vaoga:) V 

Wegen 

<log(l + «)22""'®(») 
folgt hieraus einerseits 

audereraeits 

" = ' (loga:) * Vdoga;) " / 

also, wenn statt x geschrieben wird, 

(logj^) • Vdo.., •; 

llogn) * Voogi")' V 

daher ist erstens 

J'2'W8(») 



(logfl!) '' 
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LVII. Beweis des BaupUatzes. 



_2'2'We(.) 
lim Slip ^^ < h, 



_^2'«0(«) 



(logS!) '■ 

lim inf "-^^^ ^ ö 

(log*)'"^ 
und somib 

lim^^^- = li . 

[loga^) " 
Der Wert der positiven Konstanteu h ist folgendermaßen 7,n 
stimmen. Es besteht der 

Satz: Die Diricliletsclie Reihe 

sei für s > 1 konvergent, und es gebe ein ^] > 0, so daß 



existiert''. Dann igt für zu 1 abnehmendes ( 
lim(s-l)'J'(s)-Sr(5). 

Den Spezialfall i; = 1 hatten wir in § 31, 



1) Natürlich folgt hierans die erste VorauBsetzung. 
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§ ISI, Übergang Btir EndfoTmel. 



gesetzt wird, ist für s > 1 

Nun ist (sogar für alle komplexen^' s) 
11 /* du 

»• (,+!)■ ..■+' ,; v.."+' .■+v 



Für s > 1 ist infolgedessen 

»• (»+1/ .■+'!- «' ' 



weim für 


S> 1. 


'iffi- 


-is(«)(,:.- 


(« + !)" 


-» 


gesetzt wird, ist daher 


-G(») 










G(*) 1 


g,,(s+i)2;- 


S(«) 






lin.(s- 

irfür wird 

Vetleilua« 


-l)'G(s)_0, 

die zu entwickelnde Relation 

fler PrimzaMen. II. 


(1) ia S 1S8 




l)Hie 
kommen. 
Landan, 


zur Anwendung 
48 
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662 LVn. Beweis äes Sauxttsatees. 

i. 1. 

(2) lim ((s - 1)' ^(s) - (s - Ij-sJ" J$.) _ 0. 

Nach VorauBsetzutig ist 

SU) = b— ^- + o ( -,— ] , 

also, wiö leicht ersichtlich, 



^'- 



ist, <l. h. 

■^ Sin) 
(3) lim — ." ! i!- - — _ S. 

Nun gibt es bei gegebenem ij ein festes ganzes «, so daß für 
M ^ B die Funttion von M > 1 

«•(log»)>-. 

beständig mit u wächst, welches auch der Wert s > 1 sei; denn ihre 
Ableitung nach ii, nämlich 

su^-'-{loguy"> + (1 ~ V>'-' <}ogu)-i, 
ist (il überdies > 1 Emgenommen) positiv für 

slogM + 1 — 7;>0, 
also sicher für 

log u+ 1 —tj>0. 
Daher ist 

__. j_. - + r. .^»__ > y — '-— > f-^^— , 

«'(log«/-'' J u\\ogu)'-" ^^«'(logn)''" J u'iiosu)'-"' 

folglich, wenn das Zeichen ^j asymptotische Gleichheit für zu 1 ah- 
nehmendes s bezeichnet. 
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§ 181. Übergang nw Enäformel. 



i; 


»■(log,)'-'' 


~y — - ,- 

£j^ »'(log,)'-' 

J «'(logu)'-^ 
J»'(log.)'-' 

_/e-l-»«''-'<i« 


<f-^r% 


1 

.'(log«)'-'' 


^ te-^w'^-^dw 


Daher ist wegen 


(3) 


- ni)- 


lim(s-l 


^'.^^"'' 


-tni), 


Um(s-l) 


V -^ S(«) 
"^ ,■*' 


- ITC,), 


folglich mch (2) 






lim(s 


- 1)'.FW 


- in?), 


wie behauptet. 

Bei unserem Pro 


blem ist 





+ e, log i,(s) + . • . + e, logi,(») + ,t;.Cs), 
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lim (logg(s) - '^ log^) - \' Im log ((. - 1)7-,W) 

+ l!,logL,(l) + ..^ + e,logi,(l) + ft(l), 
folglicli 

lim(s-l)'5(s) 

gleich e hoch dem vorigen Ausdruck, demnach h gleich dem Quotienten 
hiervon durch rl-j-j- 
Wegen 

ist hierin noeh 

lim log ((S - 1) i, (S)) - log y + lim log ((s - 1) Us)) 

-logy 

Übrigens läßt sieh im Falle )j = 2 (nielit aber im Falle^' ^ = 1? 
wo der Integrand in s = 1 auch nur einen Pol tat) das Ergebnis 

auf ganz elementarem Wege erzielen. 
Eb ist im FaUe ij = 2 (A = A) 

über alle zu fe teilerfremden n-^x erstreckt. Hier ist für s > 1 

wo p alle nicht in J: aufgehenden Primzahlen durchläuft. 
Wird zunächst 



■ (»)-n^> 



1) Dieser Fall ist sogar der allei-intoressantestc unter denjenigen, für welche 
die transzendente Methode erforderlicli ist. 
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§ 181. Übergang eur Endformel. 



-t'f 



betrachtet, so ergibt aich bei wachsendem x für die zugehörige summa- 
torisclie Funktion 

-"ii 

-j j_i +j; 21 -21-^1 

- 2x (ilogi.+ C+ 0(i)) + 0(]/J)-a: 

- a: logi + (20 - 1)1 + 0(-|/;). 
Nun ist 

=s'(.)n(i-,4)n^-f 

... H. i+jT- 
Es ist für s > 1 
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LVn, Beweis des HawptsiUzei 



und die zur rechten Seite gehörige sammatorieche Funktion^' 
B{x) -Je. 
Vi 

-2 c« (rJ log 5 + (2 c - 1) ,"^,) + o_2'y |i 

=.H.(j,+o(i))-2.(i^'-'.'?-+«('fi) 

+ (2C-l)^(^|. + oQ)+ 0(-|/Jlogi) 

= jiK logic + £'^ + (l/a; log a;) . 
Aus „ 

SC) =2^.2"--- 

wo 

eine für s>0 absolut konvergente und nicht verschwindende DI- 
richleteche Reihe darstellt, folgt nun 



1) Es wird über (i(«) nur die triviale Abschätzung ; f(()i) < 1 benutzt. 



y Google 



§ 182. Ändere Definition von 0(w). 
also a fortiori 

22-W @(«) - ^_2"w ^^''^^ 

= — / / Y (c log «. 



Ächtundfünfzigstes Kapitel. 
Erweiterung der Voraussetzungen, 

§ 1B2. 
Andere Definition von &(n). 

@(k) möge jetzt auch stets 1 oder sein, aber nur dann, wenn 
n mindestens einen solchen Primfaktor in ungerader Potenz enthält, 
welcher einer der fe — 1 von /c?/ + li, • ■ ■ , ^y + h verschiedenen teiler- 
fremden Bestiilassen angehört. Wenn h. + i' ' ' '; h diese Kestklassen 
repräsentieren, so ist die erzeugende Funktion offenbar 

Vä'''"'@W 

Zu dem alten (5(^) tritt also nur ein B'aktor hinzu, dessen Logarith- 
mus eine fär s > -| absolut konrergente Diriehletsche Reihe ist. 
Daher bleiben die analytischen Eigenschaften von %(s) unverändert, 
ebenso die Bndformel 

_J'3''W0(«) 

lim > 0. 
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LVni. Eneeiter^ng der VorausseUimgett. 



Der Limes ist gleich dem alten Limes mal 



17;^ n n^: 



§ 183. 
Analoge Behandlung der Summe _^@{n). 

Icli mache über &(n) die Annahme, daß es entweder der ersten 
oder der zweiten obigen Definition entspricht. Dann gehört au @(ii) 
(an Stelle des früheren 2''<"* @(«)) im ersten Fall die erzengende Funktion 

wo jetzt gegen früher nur die Änderung vorliegt, daß 
(nicht yj ist. Im zweiten Fall tritt nur der I'aktor 

m +?+?-.+■■■) n_ 77(1 +,4-.+ Jr,+-) - «••'" 

hinzi], der nichts ändert. 

Daher liefern die XTnterauchungen der Kapitel 56 — 57 

2 Ol.') 

lim -^^^ > 0. 



(logi) ' 
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I 183. Analoge Behandlung der Summe ^ &(n). 



Insbesondere für 

Je ^4, A = 1, ;, ^ 1 

bei der zweiten Definition von @{n) ergibt sicli für die in §176 er- 
klärte Funktion B(x'j 



wo i nach § 181 den Wert 

hatj der sich noch so transformiert; Es ist für s > 1 






lim(s-l)i(s)L(a)-L(l) 



2" V*'-^ P'J ''-* p"' 
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Neunzehnter Teil. 

Konvergenzbeweis einiger klassischer Eeihen aus 
der Primzahltlieorie. 

Neunundfünfzigstes Kapitel. 
Hilfssatz über die Diricliletsche Multiplikation unendliclier Reilien. 

§ 184. 
BegrifT der Dirichletsclieu Multiplikation, 



(1) 2\ 

und 

(2) J/i. 

zwei koQvergente Reihen. Wenn beide absolut konvergieren, so kon- 
vergiert bekanntlieb die Reihe 

bei jeder Anordnung der Glieder und ist dem Produkte der beiden ge- 
gebenen Reihen gleich. Insbesondere konvergiert die Reihe 

'»iA+(«,ft+««ft)+(«ift+«.&+"sft)+(«,A+'>,/',-l-«.Äi+«.A)+-, 

WO die Glieder mit gleicher Indexsumme zusammengefaßt sind, und 
die Reihe 

wo die Glieder mit gleichem Indesprodukt zusammengefaßt sind. Die 
letztere Reihe ist so zu bezeichnen: 



(3) 2r„ 
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§ 185. Multiplikation einer konvergenten mit einer absolut konvergenten Reihe. 67 1 
WO 

l\n I 

ist. 

Ich nenne (3) auch oiine die Voraussetzung der absoluten Kon- 
Tergenz von (1) nnd (2) das formale Diriehletsche Produkt der 
Reihen (1) und (2) tmd suche hinreichende Bedingungen dafür, daß 
(3) konvergiert. Nach dem Obigen ist absolute Konvergenz von (1) 
und (2) eine solche hinreichende Bedingung. 

Die QneUe der ersteren „Cauchyschen" Multiphkationsregel (kon- 
stante Indessumme) liegt darin, daß die zwei Potenzreihen 



bei ihrer Multiplikation und Zusammenfassung der Glieder mit gleichen 
Potenzen zu 

führen. Ebenso spreche ich bei der zweiten Regel von Diriehlet- 
scher Multiplikation, weil im Falle absoluter Konvergenz 

^ n" ^ m' ^ n' 

ist, wo y„ die obige Bedeutung hat. 

§ 185. 

Über die Diriehletsche KEultiplikatiou einer kouvergenteu 

mit einer ahsolut konvergfenten Reihe. 

Es gilt nun der 
Satz: Wenn 

absolut konvergiert und 
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672 US. Süfssatz flfier die BiHckletsch^ MttUipUkatior). tmendlicher Beihen. 
konvergiert, so ist 

wo 

gesetzt ist, konvergent und 

: Es werde 

i'ioj-ä(»), 

Nach Voraussetzung gibt es u. a. ein g, so daß für jedes « 

«(») < ,'/ 

und 

ü(..)i<i( 

ist. Es sei tf > gegeben. Dann gibt es nach Voraussetzung ein 
l = i.{d) ^ 1, so daß far alle g ^ Z und alle r ^ erstens 



zweiteas 


.^r-"'"^- 


drittens 


B(« + .)-JJ(s)|<^ 




\A(a)B(,)-AS\<^ 


ist. 

Nun ist 






27. = 2\ß. 




=.^.,B(f), 
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Eulers Reihet. 



=f«.(^(f)-^w)+i".(^(i-)-^w). 

also für x'^l^, da alsdann in der ersten Summe jedes Argument eines B 
l, in der zweiten Summe jeder Index eines a großer als X ist, 



\^r^-AB\^_\^y^~A(x)B(x)\-i-\A(x)B(3^}~AB\ 

< I ö + I- d 



lim ^r„ = ÄB, 
was zu beweisen war. 



Sechzigstes Kapitel. 
Eulers Keihen. 

§ 186. 
Eulers Reihen. 

Bei Euler^' steht gedruckt: 

'^~3~~5~^~t"^ ■'' 11 ^ 13 "~ 15 



(1) 

wo nach seinen Erläuterungen und seinem vermeintliclien Bei 
linke Seite in moderner Schreibweise die Reibe 



2"" 



1) 1, S. 182—183; 2, S. 244. 
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674 LX, Eukrs Meihm. 

ist und hierin x(n) den Niett-Hauptcharakter modnlo 4 bezeichnet: 

x(«)-0, 1, 0, -1 für « = 0, 1, 2, 3(niod.4). 
Die Konrergenz dieser Reihe habe ich in § 172 bewiesen; was die 
Wertbeetinunung — die nunmehr teine Mühe macht — betrifft, so 
kommt sie folgendermaßen heraus: Für s > 1 ist 

~11 J_Ill>') 

i n 1 

^(-"i--'V """ 

^ " ■'l--^+4--T+■■■ 



J.iEMW_li„2'5^J^' 



3 "^ 5 7 "'' 
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@ 186. Eulers Seihen. 675 

DuTch Dirichletsche Multiplikation der in der Form 

(2) l + 0+J- + 0-^ + 0+y+..-=3 
geschriebenen Gleichung (1) mit 

1+1 + + ^ + + + + |+---^2, 

wo die linke Seite absolut konvergiert, folgt nach dem Satz des 
§ 185 die weitere hei Euler-'-' nnhewiesen stehende Gleiclmng 

(3) 1 + 1 + 1 + |--^- + i+' + 8+i-fo + ■---«. 

in der links — das Vorzeichen z(!')A(f) hat, wo v der größte un- 
gerade Teiler von n ist. 

Ebenso ergibt eich aus (2) durch Dirichletsche Multiplikation 
mit der absolut konvergenten Reihe 

l~l +0 + ^ + + 0+0 -l+---^j 

die von Euler^' heuristisch hergeleitete Gleichung 

l-i + l+4--i-| + |-8 + 9+lli + --- = l' 
in der links — das Vorzeichen ji_(v)X(n) hat, wo v der größte un- 
gerade Teiler von n ist. 

Endlich folgt aus (3) durch Dirichletsche Multiplikation mit 



25=1^ 



ist, die bei Euler"' unbewiesene Gleichung 

jl_+ ¥ + 3- + 1 + I + J + -7 + -B + » + ■ 

1) 2, S. 2i5. 

2) 2, S. 245. 
y) 2, S. 346. 
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676 LXI . MÖbius' Beihm. 

deron linke Seite formal aus dem un endlichen Produkt 

(r^T)(^i)(i-i)('"^f)(i^ iK' + iUC + a-' 

entsteht, wo 2, 5 und die PrimKahlen 4)/ -f 3 das Mimiszeiclien, die 
anderen Primzahlen das Pluszeichen haben'*. 



Einundsechzigates Kapitel. 
Möbias' Reihen. 

§ 187. 
Ifflöbius' Beiheu. 

Neben der Relation 



■yyiOnllo^rt __^ 



von der schon früher^' die Rede war, steht bei Möbius^' noch — 
mit yermeintlichem, aber unrichtigem Beweis — die Grleichnng 

in der die linke Seite 

für den Nicht-Hauptcharakter modulo 4 ist. Die Konvergenz ist im 
§ 173 bewiesen; der Wert - ist richtig, wie aus der für s> 1 gül- 
tigen Rechnung 



1) Daß dies Produkt kocvei-giert, ergibt sich aus dor iu g 109 be' 
Eonvei^enz von 

^^ '£1 

Daraus folgt aatärlieh. gar niclits über die Eulersche Summe. 

2) In g 150 und § 158. 

3) la, S. 120; II), S. G12. 
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§188. BeÄew Hii* l(n)2''W. 



_ 1 



Zweiundsechzigstes Kapitel. 
Ceaäros Reihen. 



§ 188. 
Beiheu mit ^(n)3 



'(") 



Außer solchen Reihen, welche schon hier vorgekommen sind, 
treten noch vier Arten hinzu. Es sei v[n) wiederum die Anzahl der 
verschiedenen Primfaktoren von n. In diesem Paragraphen soll es 
sieh um die Beihe^' 

,. Ml)2-W _ Msp"!« ^(5)2-'^' _ i(7)a-'^' 

\^) 1 3 """ 5 7 "' 

handeln, welche, fc = 4, lin) = Nieht-Hauptehavakter angenommen, 
formal aus der für s > 1 konvergenten Reihe entsteht: 







-m 




«,(,.•) 

i'^' 




S. SI9i 


5 b, S. 85. 






1) 5 a, 





. . ._ y ;(.)l(.)8'''' 
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LXII. Cesäros Seihen. 



xiin 






Daraus folgt zunächst nur, daß im Falle ihrer KonTergenz die Reihe (1) 
den Wert 

= 2 
hat. 

loh werde gleich allgemein für jedes Tz und jeden Charakter die 
Konvei^enz von 

beweisen. Für s > 1 ist wie oben 

■V lWl(« )8"" _ T-jV f ) 

=(n(i-f))'/J7rkr 

Da die rechte Seite von 

absolut konvergiert, brauche ich nach dem Satz des § 185 nur zu 
beweisen daß die Diriehletsche Reihe für 



{ni^-'f)U2'-^n 



y Google 



g 188. Beihm mit l(n)%'^' 



im Punkte s = 1 konvergiert. Ich habe also nur nfitig zu beweisen, 
i3aß das Diriehletsche „Quadrat" der konvergenten Reihe 



yxmi«) 



konvei^ert. Hierzu ist natürlich der Satz des § 185 nicht brauchbar. 
Kach § 173 ist 






wenn nun 

i«. 

irgend eine konvergente Reihe ist, für welche 



= ^ + »(4;) 

ist, so folgt, 



2r.=^v. 
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I LXII. Cesäros Heiken. 

-»(lik^i) 

-0(1), 

Jr. - A'- 

Die Konvergenz von (2) ist daher bewiesen. 

§ 189. 
Beiheu mit *p{n). 

Aus der für s > 2 gültigen Gleichung 

\ -r ^i -r p2, 

/ (P-I)x {p) 



+■ 



n/l , (?-l)l!(P) ) 

n p'—vxiv] + vxip) — x'-p) 
p<y^ — xipd 

l>{p''^—zipä 
-1/ j_iM 
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g 190. Beihm mit a''"'. 681 

folgt 

lim M^l 5p(^ , ^ ^m , \ i(0 

Daß wirtlich 

i^ " # ■•■ &= T' "T 4i(2) 

ist^', d. h. daß die Reihe links konvergiert, folgt gleich allgemein für 

^ «^ 

bei jedem Nicbt-Hauptcharakter modulo k und sogar für 
'V :tWy(") 

bei allen s > 1 und jedem Nieht-Hauptcharakter modulo h folgender- 
maßen. Für s > 2 ist, wie oben berechnet, bei jedem solchen Charakter 






Für s > 1 konvergieren beide Faktoren rechts, davon der zweite a 
solut, womit nach dem Sata des § 185 alles bewiesen ist. 



§ 190. 
Reihen mit 2*^ . 

Aus der für s > 1 gültigen Gleichung 

1*"" 3'" "r ö' 7s + ■ ■ ■ _^ - „s 

1) Wie Cesiiro (5a, R. 319; 61), S. 88) nnerlaubter Weiae schließt- 
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LXH. Cesärod Beuten. 

sM 



■ 77 j 






ist**, beweise ich durch den allgemein für jeden Nicht-Hauptcharakter 
modalo fc zu erbringenden Nachweis der Konvergenz von 

(1) i"'"'/'-' 

Da für s > 1 auch in diesem allgeni einen Falle 

ist, wo das Produkt eine für s > -1 absolut konvergente Dirichletsche 
Reihe darstellt, ist nur erforderlich, die Konvergenz des formalen 
Quadrates 

(im)"- 2":'- 2"? 



1) Vgl (ohne Konvergenzbeweis) Cesäro 5a, S, 319; 5b, 
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hier wegen 



§ 190. Seihen mit 8"'"'. 683 

festzustellen. Dies geschieht durch die Hilfsbetrachtung am Schluß 
des § 188, deren Voraussetzungen 

'.-0(1). 

reichlich erfüllt sind. 

"Übrigens liefert ein allgemeiner Satz, den wir später im § 214 
beweisen werden, die KonTergenz von 

und damit Ton 



für alle s> |. 

Aus der hier bewiesenen Kouvcrgenz Ton (1) folgt speziell für 

/-; = 5, 

X(n) = 0, 1, ^, - i, - 1 für n = 0, 1, 2, 3, 4 (mod. 5) 

die Konvergenz von 

gv(l) _ gr(S) _ gv(3| g>(4) ^viS] 



also der beiden Reihen*' 



gr(i) 3»(e) 3^91 



j.(3) g.(3) gv(7] 3^(6) 



I) Vgl. (lieurisUach) Cesäro 5a, S. 331; 5h, S. 8 
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684 LXII. Oesäros Eeihm. 

§191. 
B«ibeii mit X{n)f{n). 

Es sei f{n) die Anzahl der Zerlegungen Ton n in zwei positive 
Quadratzablen. Bekanntlich'* iat f(n) far nicht quadratische n gleich 
dem Überschuß der Anzahl der Teiler 4j/ + 1 von n über die Anzahl 
der Teiler Ay + 3 von n, für quadratische n um 1 kleiner; daher ist 
für s > 1 

^ n' ' \1' '^ 2' '^ 3' '^" )\V 3^ "+" a" "V ^ «ä, 

also 



erfordert den Kon vergenzbe weis des Diriehletschen Produktes der 
beiden bedingt konTergenten Keihen 

den ich für jedes k und jeden Charakter foigendermaßen erbringen 
werde. 

Die Schlußweiae am Ende des § 188 liefert aUgemeiner für das 
Produkt von zwei verschiedenen konvergenten Reihen den 

1) Bei dieser speziellen Anwendung allgemeiner Sätze benutze ich diese 
aus der Zahlenttieotie geläufige Tatsache, die in die Theorie der quadratifichen 
Formen gehört, sieh aber anch durch direkte Methoden beweisen läßt. 

2) Der bei Oestro (5a, S. SIT; 5b, S. 83) fehlt. 
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§191. Seifien mit X(njf{n).- 



-A-t-O f-r-' - -) , 

= ^ + °(t^)- 



gesetzt, 



-fe2l) + »(Toi.2i) 



- »(1), 
lim C(i) - lim Ä (Yi) B (Vi) 
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I LXn. Cesäros Meihen. 

Dieser Satz liefert den gewiüisehten Beweis, da die Relationen 



2 '-f-'i^y 



nach § 172 erfüllt sind. 

Ans (1) folgt für s> 1 durcli Ditferentiation 

-2 ^ 2 ~ ^2 '" - - ^^'(2^)' 

also 

--Y-|- + 2£'(2) 

= -5 + 2r(2). 

Der folgende Konvergenzbeweia ^' von 

erfordert zweimal die Rechtfertigung der Dirichletachen Multiplika- 
tion bedingt konvergenter Reihen; diese ist jedesmal nach dem Satz 
gestattet, welcher aus dem oben bewiesenen durch folgende Abände- 
rung der Voraussetzungen entsteht: 

^W-^ + »fe). 

1) Den Cesii-o (5a, S. 317; 5b, S. 83) nicht 
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Der neue 
Modifikation 



g 192. Reduktion auf Charaktere. 687 

ist richtig, da die obige Beweismethode mit der 



zum Ziele führt, und die Voraussetzungen des neuen 
bei den vorliegenden Reihen wegen der durch § 172 
Relationen «, 

■sri ?■(«) log« _ .( ^ \ 

^ %i,n)l{n)\ogn _ ( 1 \ 
Zj « ^"Uog'W 



Dreiundsechzigstes Kapitel. 
Herrn Klayvers Reihen. 

§192. 
Reduktion auf Charaktere. 

Im folgenden soll die Konvergenz der Reihe 

und allgemeiner Ton 



(1) 



■y p(..).W y\ f(l t, + l),(ks + l) 



ty + l 



für 1 < i < Ä bewiesen werden. 
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LSni. Herrn Klwyvers Eeitien. 



Hierzu ist nur nötig, die Konvergenz von 
für jedes h und jeden Charakter zu beweisen. Denn im Falle 

(*, () - 1 

folgt es daraus unmittelbar durch Multiplikation mit j- und Sumaia- 
tion über alle Charaktere. Im Falle 

ist für s > ], wenn !, I, q, l^, ■ ■ ■> ^o '^'^ Bedeutung von § 174 haben, 

2" I ii{ky + l )v{ki/ +i) _ -^ ' ftW"-(ty+l)(''('^)4-'''([y+t)) 

wo £' andeutet, daß 

(fj/ + 1, <i) - 1 

ist, also 

wo für s = 1 jeder der endlich vielen Bestandteile rechts konvergiert, 
also auch die Reihe (1). 

Ee ist also allgemein der Konvergenzbeweis von (2) zu fahren. 
Derselbe wird sich auf die für s > 1 gültige Identität stützen : 

_ -y gWfW' W _ y i WrW -y iWrt«) _ 

Kl)-0, 

y{n) = 1 für Primzahlen und Primzahlpotenzen, 
sonst 

7(«) _ 

ist. Die Richtigkeit von (3) ergibt sieh daraus, daß 

2'!mr(0«{f),«(|)-i(«)2'''(nc(?) 

ist; denn hierin ist für quadratfreie «=-jPi ■■■Py 

c(«)K»)i 
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5 193. Behandlung des Savpteharakters. 



kann für nicht quadratfreie n^ p"' ■■ ■ p"^', wo etwa «1^2 
ist, in 

ein Glied nur dann von Null verschieden sein, wenn l eine Potenz 
von p^ ist, und zwar sind es höchstens die zwei Glieder 

.c.r)."(^)='*(i^) 

und 

deren Summe ist jedenfalls NuU, so daß auch hier 



§ 193. 
Behandlung des Hauptcharakters. 

Für den Hauptchar akter ist infolge § 192, (3) die Konvergenz 
des Dirichletsehen Produktes der divergenten Reihe 

|.^ 

mit der konvergenten Kelhe 

ji_r n ' 

WO n die au Je teilerfremden Zahlen durchläuft, zu beweisen. Wenn 
alsdann die Konvergenz von 

bewiesen ist, so ist als Wert dieser Reihe jedenfalls zu erwarten, da 
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LXIII. Serm Kluyvers Seiken. 
= 1, 



lim - ^ ^ — V^ = lim __ 






lim V'?W V-!!M_o 
Nun ist nach § 28 



und andererseits 



Uog 3:/ ' 
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Behamdlunff der Niehf-Haupfekaridctere. 



gesetzt wird, ist 






Ä " log; ^ " 



\log log X ^ n ) '^ ^ n 

-'■(i) + o(iogr„ ^,i°';4i,^ -) + .(i) 

-«(1), 

folglich 

§ 194. 
Behandlung der Nlcht-Hanptcharaktere. 

Für einen Nicht-Haupt Charakter ist die Konvergenz des Dirichlet- 
schen Produktes der beiden (nach § 109 und § 173) konvergenten 
Reihen ,, 
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LXIII. Hern Khtyoers S,eihen. 

Sie folgt aus dem Satz des § 191, dessen Voraus- 
wegen der nacli § 121 und § 173 rielitigen Relationen 






erfüllt sind. 



§ 195, 
Folgferuugfeii. 

Eh werde für nicht ganze y 

^iy) = y-[y] -i 

gesetzt, für ganze y 

T{y) - 0; 
das ist eine Funktion von der Periode 1; nach der allgemein bewie- 
senen Konvergenz von 

ist also für jeden zu ii kommensurahlen Wort 

wo k positiv und zu a teilerfremd angenommen werden kann, die Reihe 

(1) i'^'^-p(S) 



als Punktion von n die Periode h hat. 
Ferner hat 



die Periode 7r, so daß, falls Ä nicht quadratfrei ist, auch die Reihe 

/(i\ ^r'c('f)i'(«)i I ■ "^1 

(2) ^ -^r~^ i°g I ^^^ 2 ! 
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toDTer giert; diese Reihe ist so zu verstehen, daß die Glieder mit nicht 
quadratfreiem n Null bedeuten. In den üljrigeu Gliedern hat der Lo- 
garithmus gewiss einen Slnu; denn 



ao daß dann stets 

ist. 

Das Ziel dieses Paragraphen ist nun, die tJbereinatimniuug des 
Wertes der Reihen (1) und (2) mit zwei anderen zu beweisen, näm- 
lich die Gleichungen zu begründen: 

wo also • 

ip-^n, lc>0, («, k)^! 

ist und bei (4) überdies h einen quadratischen Teiler > 1 haben muß. 
Ich beginne damit, die Konvergenz der Reihen rechts in (3) und 
(4) au beweisen. Wird 



ist wegeu der für (h, l) — 1 gültigen Relation aus § ItO 
, l^ eiu Restsystem teilerfremder Zahlea modulo k ist. 



.(.'■ + ... + ,■/.) i logloga, + B + 0(1), 
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LXIII, Herrn Klityvers Seihen. 



also, da die Summe der primitiTen Äten Einheitswurzeln 
ist, 

P 
= ^loglog^ + 5 + o(l), 

daher konvergiert stets 



und es konvergiert für alle nicht quadratfre 
^icoapip 



yi rW 



COSW^I'. 



In (3) und (4) konvergieren also beide Seiten. 

Um nun die Kiclitigkeit dieser Relationen festzusteRen, verstelle 
ich unter l irgend eine ganze Zahl und gehe von der für s > 1 gültigen 
Gleichung aus: 

(6) 2" '^"^-2^-2';.. 
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J 195. Folgerungen. 



ist. Hierin ist für jedes m = l 



demi, wenn 
gesetzt wird, ist 

e ™ = £ "■ 

= £ "' 



Wird die Gleichung (5) über Z = 1, 2, ■ ■ -, ^ summiert-, so ergibt 
sich l'ür s > 1 

Nun ist für k > 1 

j^ n' ^ n' ^ nf ' 

also 

--y(«)==_^^(jw)l'(m), 

folglieh 

1. Es habe h einen quadratischen Teiler. In (6) konvergiert für 
s=\ die rechte Seite, wie oben festgestellt wurde; ferner konvergiert 
in jedem der endlich vielen Glieder Z = 1, ■ ■ ■, /c links der erste Faktor 
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LXIII. Herrn Kluyvers Seihen. 



■wie gleichfalls oben bewiesen wurde, und, da zufolge des sonst ver- 
schwindenden ersten Faktors nur solche l in Betracht kommen, für 
welche (Ä, l) quadratfrei, also -y gewiß nicht ganz ist, der zweite Faktor 

= -log(l-e'n 
wo der Zweig des Logarithmus gemeint ist, dessen imaginärer Teil 

zwischen — jc und jt (und alsdann eo ipso sogar zwischen — und —) 

liegt. In diesem Sinne ist für reelle, nicht durch 2it teilbare k 

-log(l - e-') - -Iog(2| «iB JD -- «iP (;j, 
also hier 

(6) ergibt also beim Grenzübergang zu s = 1 

J^=2'j-^-i°s(H«»'Fi)+»'i^2'-'"ir^'^e). 

also, da in ^ = 1, ■ ■ -, Ä nebst m ^ l einfach m alle positiven gfmzen 
Zahlen durchläuft und Je konvergente Reihen gliedweise addiert werden 
dürfen, unter Benutzung von 

- '" ' 

woraus durch Trennung des Reellen und Imaginären die behaupteten 
Gleichungen (3) und (4) folgen, 

2, Es sei k quadratfrei. Dann werde in (6) zuvörderst der ima- 
ginäre Teil genommen: 

Alsdann kann wegen der Konvergenz aller auftretenden Reihen zur 
Grenze s = 1 übergegangen werden, und man erhält die behauptete 
Relation (3). 
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Zwanzigster Teil. 

Ein Satz iilier Dirichletsclie Reihen mit Koeffizienten ^ 
und seine Anwendungen auf die Primzahltheorie. 

Vieruudsechzigstes Kapitel. 
Beweis des Sakes. 

§ 196. 
Erste Fonnulleruugf. 

Satz: Es sei für n — 1,2, ■ ■ ■ 

die Diricliletsche Keihe 



2'^- 



konvergiere für'' e>;'. Es sei die für6>j' durch die Reihe 
definierte Funlition f(s) im Punkte s = ;■ regulär; dann kon- 
vergiert die Reihe über den Punkt s — y hinaus, d. h. die 
Konvergenzabszisse ist < y. 

Daß die Reihe im Punkte s ^ y konvergiert, wäre hier, wo aUe 
Koeffizienten ^ sind, wegen der Existenz des Grenzwertes von rechts 



i.>2^ 



sehr leicht zu zeigen; 
Beweis: Inder Un 
wo ;■ > 1 ist, ist nach Voraussetzung f(s) regu! 



t aber nicht, 
lungvons^^'-l-l und zwar für |s — (;'4-l)|<!^j 



n»)=2'(« 



.<■'"(? + i: 



=2 



(s-y-lf-^ (-l)"a,log" 



■y (-l)"a,log% 






1) Wie immer soll hier nicht gesagt sein, daß c = y die genaue Konvergenz- 
gerade ist. Im. Gegenteil; Hier wird gerade bewiesen werden, daß die Eeihe 
darüber hinaus konvergiert. 
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LXIV. Beweis des Satzes. 



Da diese Doppelreihe für y -\- l'^s^y -\- 1 — r lauter reeUe, nicht 
negative Gheder hat, konvergiert dort auch die durch Vertauechung 
der Summationafolge entstehende Reihe 



^;5 



-25 = 



die gegebene Dirichleteche Reihe konvergiert also wegen r> 1 über 
den Pnnkt y hinaus, was zu beweißen war. 

Folgerung: Wenn nur von einem gewissen n = Wg au 

ist, bleibt der Satz ofFecbar bestehen, da durch Weglassung der ersten 
«D — 1 Glieder, d. h. einer ganzen Funktion, der vorige Fall wieder 
eintritt. Kurz gesagt: Die Konvergenzgevade einer Dirichletschen 
Reihe, deren Koeffizienten von einer gewissen Stelle an ^ sind, 
trifft, wenn sie im Endliehen liegt, die reeUe Achse in einem singu- 
lären Punkte der Funktion. 

§ 197. 
Zweite Formulieruu|f. 

Satz: Es sei für alle n ^ «„ 

und es sei die Reihe 

(1) J^:? 

für s>« konvergent. Es sei 

und die durch die Reihe (1) für ö>k definierte Funktion 
bei Port Setzung längs der reellen Achse für «^s> /3 regulär. 
Dann konvergiert die Reihe (1) für 6~> ß. 

Es ergibt sich also gleichzeitig, daß die Funktion für 5 > ^ 
regulär ist. 

Beweis; y sei die Konvergenzabszisse von (1); nach Voraus- 
setzung ist 

behauptet wird 



v<ß. 
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Hüfssats 'aber eine Funktion F{s). 



ß<y£a, 

so wäre f(s) in y regulär, also nach dem Satz des vorigen Para- 
graphen die Konvergenzabszisse < y, was ein Widerspruch ist. 



Fünfundsechzigstes Kapitel. 

Der Überschuß der Primzahlmenge 4?/ + 3 Über die Primzalilmenge 
4y + I. 

§ 198. 
Hil&aatz über eine Funktion F(s). 

leh bezeichne iui folgenden mit fortlaufender Numerierung durch 
Iti(s), i?a(s), ■ ■ ■ solche Funktionen Ton s, welche für 6> 1 und bei 
Fortsetzung längs der reellen Achse für 1 ^ s ^ y regiilär sind. 

Dana ist zunächst die für ö > 1 durch 

log{l-j, + j,~^ + --)=logL(s) 

_'V:t(p"') 

(Ä — 4, ;[(«) der Nicht- Hauptcharakter) definierte Funktion 
denn für 1 ^ S ^ -j ist 

i-l^+.'.-f + ••■>»■ 

Ferner ist offenbar für ff > 1 
also 

Andererseits ist 
log((s-|)5(2s)) - logS(2s) + los{« - ;) 
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700 LXV. Der überschaß der Frmzahlmengeiy-]- 3 über die ^iimiMmengeiy-\-l ■ 



«ad 
also 

Das besagt natürlich nicht etwa, daß die Reilie links für ä > -| kon- 
vergiert. Für 0=1 ist es zufällig noch bekannt. 

Es sei nun f{x) die Anzahl der Primzahlen 4«/ + l ^x, t/(x) die 
Anzahl der Primzahlen 4j/ + 3 ^a;, 

Dann ist für fl > 1 

■y iM _ _ "V F( n)-F( n-1) 
^ p' ^ n' 

Nun wurde in § 181, (1) ausgerechuet: 
da 

^ ^ 'V«" (.. + 1)' «■+'/ 

somit für e > eine reguläre Fuuktion darstellt, ist für ff > 1 

Ferner ist für 6 > j 

21 log» ■V' i 
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S 199. Beweis dee SaUee über Pia:). 701 

--log(s-|)+Jf„(s). 

Für ö > 1 ist daher, wenn eiae analytische Funktion F{sj dort 
durch y- 

definiert wird, 

*» - (- i + 1 ) log (s - 1) + s,.(s) - a„(s) 
-y(»-T)'°s (»-]) + ■«»(»)■ 

Die Funktion i^(s) ist also hei direkter Fortsetzung für l^s>-| 
regulär, für s — j singular, aber so, daß hei zu | ahaehmendem s ihr 
Limea existiert. 

§ 199. 
Beweis des Satzes über Fix). 

Es soll nun der Satz bewiesen werden: 
Satz: Die Ungleichung 

I log« i 

ist hei gegebenem d > immer wieder erfüllt; d, h, es ist für 

ein X = x{^,d) > | 

loga^ ^ ^ ' logx ^ log« 
Beweis: Wäre der Satz falsch, so wäre 

«W = ^'— 1 

logx 
von einer gewissen Stelle an nie dem Intervall 
(1) -S< Q(x) < ä 
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702 LXV. Der Vberschuß der Frimsahlmenge iy-^-Z über die PrimeaJtlmengeiy-j-l. 

angehörig. Nun ist Q{x) als Funktion des stetigen a; > 1 so beschaffen, 
daß es innerhalb zweier konsekutiver ganzer Zahlen stetig, ftir jede 
ganze Zahl nach rechts stetig ist und beim Dnrehgang durch eine 
ganze Zahl entweder auch stetig bleibt^' oder einen T 

\im(Q{z)-Q{x-e}) 
macht, welcher genau 



ist, alao für x = <x> den Limes hat. Wenn daher (1) von einer 
gewissen Stelle an nie mehr gut, so muß entweder für alle hinreichend 
großen x 

oder für alle hinreichend großen x 

Q{x) < - tf 

sein. Denn ohne Betreten des Innern von {- d ■ ■ ■ ö) kann eben Q(x) 
nicht mehr darüber hinweg, wenn nur x groß genug ist. 

1. Es sei für iE ^ «0 (S>2 und ganz) 
(2) Q{x) > ä. 

Dann erfüllt die für 6> 1 konvergente Dirichletsche Reihe 

(3) ^w-2 .:r 



die Voraussetzungen des Satzes aus | 197 mit « = 1, ß = j- Daher 
konvergiert die Keihe (3) für s > y; dort wäre 



c) >^2^-M-t-^i:^^- 



Nun existiert nach dem Ergebnis des vorigen 
lim F(s). 



1) Wenn nämlich « keine Primzahl > 2 ist. 
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§ 199. Beweis des Satzes ühei\P{x), 703 

Aber die rechte Seite von (4) wächst mit zu ^ abnehmendem s über 
alle Grenzen; denn 

diTergiert; nach Annahme von co ist wegen dieser Divergenz bei 
passendem y 

lim ^ ——, > 0), 

lim iuf ^ , > lim inf ^ — --r- 

>(0, 

d. h. 

lim ^ -— , = CO. 

(4) enthält also einen Widerspruch; daher ist die Annahme (2) un- 
zulässig. 

2. Es sei für ;k ^ «q (n^ ^ 2 und ganz) 
Qix) < - d. 
Dann liefert die Betrachtung von 



-ns,-2- 



•y -8( 



logw 

,z denselben Widerspruch. 
Natiirhch beweist man genau ebenso, daß z. B. immer wieder sogar 
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ist. Denn es ist bei jedem a; > 1 für zu abnehmendes b einerseits 

lim log log {x+e)Q(x + i)^ log log X Q{x), 
andererseits 

lim log log (x — e) Q(x — i) = log log x lim Q{x — e) 

_iogiog«(ew + o(!^)) 

- log log X q(x) + 0(1), 

und die Reihe 

"V \ 

-^ m log « log log n 

ist divergent, worauf es hier beim Beweise allein ankommt. 

Selbstverständlich ist auch immer wieder für 
ganzzahlige x — n 

- S < «(.!) < S 

und sogar für unendlich viele ganzzahlige n 

da ja 

log log X Q(x} - log log [x] Q{[x]) 



= (log log X - log log [x]) Q(x) + (Qix) - Qmd log log [x] 
\ log log [x] 

w 



'-o(~ )o(yx} + p(x)f^-^r-'' 

\xlogxJ ^»^ ■' 1 J^ VM 

Vlog« log[^], 

= .(1) 



§200. 
Bemerkung^en über beliebige k. 

Es versteht sich von selbst, daß der Satz über P(») gültig bleibt, 
wenn P(n) den Überschuß der Primzablmenge 6j/ + 5 ^ a; über die 
Primzahhnenge Gy + l^x bezeichnet. Denn auch hier ist Ä = 2 
und für = < S < 1 
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§ 200. Bemerhangen über beliebige k. 



TOegen der alteiiiierenden Vorzeieben von Null verschieden, also 
log L(s) dort regulär, und alles andere bleibt völlig nngeändert. 

Im allgemeinen Fall zweier zu vergleichender arithmetischer Pro- 
greseionen modnlo k kann man über die Funktionen L^{s) nicht aus- 
sagen, daß sie für -^ ^S^ 1 nicht verschwinden, sondern nur, daß 
sie für s = 1 nicht verschwinden, D. h. zo k gibt es immerhin ein 
© < 1 derart, daß für @ < s ^ 1 die A Funktionen nicht verschwinden. 
Es sei gleich @ genau die größte der reellen Nnilsfcehen aller h Funk- 
tionen zusammen. Dann ist jedenfaÜB 
@<1, 
und es besteht der gleich in der etwas schärferen Form des ganz- 
zahligen n formulierte 

Sata: Es seien l und V zwei modulo h inkongruente zu 
Ä: teilerfremde Zahlen, f(x) die Anzahl der Primzahlen 
]cy -\- 1 < X und g(x) die Anzahl der Primzahlen h^ + 1' -^x. 
Dann ist bei gegebenem d '> für passend gewählte beliebig 
große ganzzahlige n 

1. im Falle @ < |, wenn ?. bzw. l' die Lösungszahl mo- 
dulo k von „ 1, , ,. 

X- s l (mod. k) 
bzw. 

x^ = r(mod. fc) 
bezeichnet, 

I lögH I 

2. im Falle @ = f, wenn LJs) in { von der Ordnung a„ 
verschwindet, 

logw I 

3. im Falle |- < 6* < 1, wenn i^(s) in von der Ordnung 
verschwindet. 



eh2j'''{xAn xA^l) 



<S 
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Beweis: Es ist für <?> 1 

und 

2 ii?" - i 2^1') '°s i< w ■ 

1. Im Falle © < | ist also für ö > 1 

y~^. - ilog-^T + -Bi(s), 

^p' ^ ^ ^p^' h ''s — 1 ' 2^^' 

5^^ + i ^T - |log^ + -«.(•), 
-ri— (i» a jijp^» h °s—l ' a'- -^' 

^ A»)-A"-i)-g («) + g(«-i) _ ^} -y 1 

wenn l],, ■ ■ ■, h, l[, ■ ■ •, l'i- die betreffönden ßestklassen bezeichnen. Da 
min für jede Restklasse y 

ist, so ist 

Es werde 

5(«) -/■(«)-?(«) 
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§ 200. Bemerkungen 'Über 



gesetzt, so daß die linke Seite der voran gehen den Gleichung 
°lP(n)-P(«-l] 



~2- 

'egen d 
gültig 



wird; dann ergibt sich wegen der in § 198 festgestellten und uatiir- 
Heh atich für uuser -P(«) gültigen Relation 



weiter 

ij^-7i ""'~.-"'^" +«.w 

und hieraus in Verbindung mit der in § 198 schon benutzten Be- 
ziehung 

für die durch die Dirichletsche Reihe 

S^ - ^^*^' + h log« 
■^ «' + ' 

in der Halbebene ö > 1 definierte Funktion F(s) 

•PW-f.i^|--i-)l°S!(»-|) + ^«W 

daher ist F(s) für 1 ^ s > y regulär und für 5 = y entweder regulär 
(A = l') oder aingulär (X ^ J.'), jedenfalls aber so beschaffen, daß 
limF(s) 

existiert. 

Die Funktion 
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708 LXV, l>w Überschuß derPrimzahlmmgely-\-&vberdiePrimzahl'mmgeiy + i. 



erleidt 


(t nun beim Übergang 


von w zu ij + 1 die 


Änderung 






(3(«+-i)-e(.o 


P(» + 1) 

10B(«+I) 
P(«) + 0(1) 


J"(") 

logw 

P(») 










log(« + I) 








pr,.W'°8(" + « 


log. 


) + o 


flog«-. 




■^'"> l VS4 


1 


[y-J 






= «(.^.'5-3 


l + 0( 


/log« 

>y«. 


) 








-0 (■««?) 














-»(!)■ 










Wäre 


daher die Behauptung falsch, d. h. 


Ton e 


iner 


gewissen Stelle 



an nie 



- ^ < «(»^) < Ö, 
80 wäre entweder für alle liioreichend großen n 

Q{n) ^ ^ 
oder für alle hinreichend großen n 

Q(n) <-d. 
Von jetzt an geht der Beweis wie in § 199 zu Ende, und der 
erste Teil des Satzes ist bewiesen. 

Bei dem in §§ 198 — 199 behandelten Beispie) ist 

k^4,h^2, ^= 1, r = 3, 1 = 2, X' = 0. 
2. Im Falle & = ^ möge L^{s)(k = 1, ■ ■ ■,h) in s = - von def 
Ordnung a^ verschwinden, wo also nicht alle a^ Null sind; übrigens 
ist jedenfalls 

Dann ist 

2^« - ii»g.-i + i likM" - i) + -«'-W' 

,61, "■' 

wegen 

^ mp'"' "^ ' 



y Google 



g 300, Bemerkungen i'iber beliebige k. 709 

liebst 

ist daher 

ebeüao 

folglich 

i jetzt, da nur der Zahlenfaktor von log U — 7, ) sich geändert 



hat, alles weitere wie oben folgt, 

3. Im Falle g- < @ < 1 mögen jetzt abweicheiid vom Bisherigen 
^n(^)> ■ * ■ Funktionen bedeuten, welche für ff > 1 und ® ^ s < 1 
regulär sind. Dann ist, wenn L^(s) in ® von der Ordnung a^ ver- 
schwindet, 

2, -4° = l''"^^ + iSiJj, i»?'" ~ ®) + ^..W' 

y-, - ilog -'-- + i y'-°"rloe(s - ®) + B,,(s), 

i"^ = ii«.(siö-Sw)ri'''5(»-**)+i'..(»), 
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710 LXV. Der Überschuß der Primzahlmenge i y -Räuber die Primzahlmenge iy-\-l. 
woraus wegen 

^ log" ^ "V 1 

-/'(£(« + 1 — @) — l)du + C 

="-log(s-@) + -R.ä(s) 
folgt: 

^(«)-2 "^'V. ■ 

Nun erleidet die Funktion 

log« 
beim Übergang von « zu « + 1 die Änderung 

fW+ 0(i) fW _ p,„^ /iog(»+i) iog«\ , n All' X 

(.+ 1 )" V^ ~-^'-"'\(,+ lf n'l^ \,"l 

log(»+l) logn 

-«m, 

woraus sich alles weitere wie oben ergibt. 

Wenn man mit einer weniger komplizierten Vergleichsfunktion 
zufrieden ist, kann man natürlich die lange Konstante im Wortlaut 
des Satzes ersparen und z, B., 

e^ = Mas (-1-, 0) 
. io allen Fällen schließen: Es ist für unendlich viele ganz- 



In der Tat folgt aus dem in allen drei Fällen des Satzes mit kon- 
stantem B gültigen Wortlaut 
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. Angabe der Beha^ttingen. 







»(.)-«»> B<ä 


weiter 




9(«)-rt«) B 1 , * 
„ö. logwp-logM' 

|9(»)-f(»)| ,|J!H-* 


was für ane 


hinreicht 
Se 


;nd großen n lileiner als S ist. 




chsundsechzigstes Kapitel. 






Sätze über »(*). 



§201. 
Angabe der Behauptuugeu. 

Es sei n{x) &ie Anzahl der Primzahlea ^x, 

Q{x)^7t{a:) + i^(V7i^) + l^iVx) + ■■■ 

Das genaueste über it(x) und q(x) bekannte^' Resaltat lautet: 

Ferner ist bekannt^', wenn auch vielleicht {nämlich, falls in 
Wahrheit © = 1 ist) wertloa: Falls @ die obere Grenze der reellen 
Teile der Nullstellen von g(s) bezeichnet, ist 






1) Vgl. S 81. 

2) Tgl. § M. 
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Scbiießlich ist leicht eraiditlicb '', daß für ^< ^ weder 

"W -Jioiu + o('f) 

noch 

aein kann; denn dann wäre 

bzw. 

und dies würde besagen, daß die durch die zugehörigen Dirichlet- 
achen Reihen definierten Funktionen 

(1) log«») -2"« 2?-- + /(^<"' - 1'**" 

bzw. 



g£(s) + /(£(") -1)'^« 



für ff ^i regulär sind, was für die komplexen Wurzeln von t,{s), 
deren ea in jener Halbebene unendlich viele gibt (und bei (1) über- 
dies für s = ^) nicht zutrifft. 

In ganz anderer Richtung befinden sieh nun folgende vier tiefer 
liegenden 

Sätze: 1. Bei gegebenem i3 > ist immer wieder einmal 



einmal 

q(x) — I , — < — X 

-^ ■* ,/ log« ^ 



'ieder einmal 



1) Für 31 (a;) war dies BOhon ii 
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§ 201, Angabe der Behmtptungen. 



2, Es ist immer wieder einmal 



- V i du , i { du ^ e~ 
"•■ -' ,/ log« ij logM -^ 



und immer wieder einmal 



nix) — f -. h -^ 1 1 < — a: 

*- ' J logu ^ tj log« ^ 



3. c sei größer ala der kleinste absolute Betrag einer 
nicht reellen Nullstelle von J;(s). Dann ist immer wieder 



PW J logw ^ e \osx 
einm^Ll 

r wieder eiiimi 
^■^' J log« + 2 J \ogu> c 



und immer wieder einmitl 

r du ^ 1 

c logx 

4. Es ist immer wieder einmal 



und immer wieder einmal 

^(^) _ fj^ . 1 fJlL. ^ _ Jl J^ . 
'^^■'' J logu ^ 2 J log« ^ e loga; 

Zur Orientierung bemerke icb gleich, daß die Sätze 3. bzw. 4, 
im Falle 

in 1. bzw. 2. enthalten sind, also nur im Falle 

eines besonderen Beweises bedürfen. In diesem Falle sagen die Sätze 
'd. und 4. offenbar mehr aus als 1. und 2. 
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LX7I. Sätse ühm- m(«). 



§202. 
Beweis des ersten Satzes. 

Es ist natürlieh nur nötig, für 

(1) ^w - cw -2 to^ 

an Steile von 



. . ('du 



die Behauptungen zu beweisen. Zu (1) gehört, wie schon in § 201 
benutzt wurde, die erzeugende Dirichletsehe Reihe 



2'-i----i'-«.4-.='°s«-')+/( 



I»gS(»)+ j (tVi ~ i) d«. 

Wenn R^ (s), J^ (s), ■ ■ ■ Funktionen bezeichnen, welche für > 1 
und bei direkter Fortsetzung für 1 ^ s ^ ® regulär^' sind, ist^' 

also für ff > 1 

J; '''*'^„f"'~" -j?,w, 

folglich bei Anwendung der Relation (1) aus § 198 
I. Es sei nun Ton einem gewissen n an 

p(») <«»-'. 

1) In dem — keineswegs trivialen ^ Fall, daß in Walirheit 0^1 iat, teißt 
dieg eben; „für s^l regnlär"-. 

■2) Die folgende Punktion ist ja sogar für s> — 2 regulär. 
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ist^*, BO wäre für e> 1 

also, da Ton einem gewissen n an alle Koeffizienten dieser Dirichlet- 
sciien Reihe ^0 sind, naeli dem Satz des § 1Ö6 

über ® hinaus konvergent. Da nun 

dies gewiß tut, wäre 

über @ hinaus konvergent. Weil endlieh 

wegen der Relation (1) des § 198 eine für e > reguläre Punktion 
definiert, wäre s 

log £(s") +/(£(«) -l)rfM 

für ö>ö — f, wo a>0 ist, regulär, was der Definition von & 
widerspricht. 

IL Wenn von einem gewissen n an 



ist, schließt man aus 
ebenso zu Ende. 



1) Es ist sogar eine für c>0 — d konvergente Dirichletsote I 
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LXVI. Sätze über 7e{x). 



% 203. 
Beweis des zweiten Satzes. 

Es genügt, für 



i Stolle ¥Ori 



die betreffenden Relationen zu beweisen: denn es ist 



; \ r du , 1 C du 
ionen zu beweisen; denn 

-^V7Uogm J Yulogn^ '' ^ 

Vi 

Vi 
Für obiges F{x) ist die zugehörige Dirichletsclie Reilre 

-logE(»)"|2^.+-R,(»)+/«(")-l)<i»-|/(5(»+v)-l)''" 
= log j^ + -Rg (s) - 4 i^g ^ J:-± ~ 1<*S 7„ 1 + 2 i°g 7^T 

=|^(«)(i-,.:^r) 
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g 204. Beweis des dritten u-nd vierten Satzes. 717 

Daraus folgt wörtlich wie beim Beweise des ersten Satzes weiter, 
daß weder für n ^ Uf, 

noch für n'^n^ 
sein kann. 

§ 204. 

Beweis des dritten und vierten Satzes. 

Wie sclion ohen bemerkt, darf 

& = i 

angenommen werden, da sonst nichts Neues zn beweisen ist. Wenn 

f(x) die Bedeutung des § 202 oder § 203 hat, ist nach den dortigen 

Ergebnissen die für ff > 1 durch 

definierte Funktion F(_s) auch für 1 ^ s ^ -|- regulär, und sie ist in 
der ganzen Halbebene 6 !> |- regulär, da dies dort exkl, s = 1 nach 
Voraussetzung von log^s), also ¥on der für ff> 1 durch 

definierten Funktion gilt. Nun ist die für > 1 durch 

definierte Funktion für 6>j regulär, also die für e>l durch 

definierte Funktion für e ^ j -\- U, t^O regulär; daher hat F(s) auf 
der Geraden 6 = |- unendlich yiele logarithmisehe Singularitäten, die 
komplexen NuUsteUen von ^(s); es ist, wenn ^ -\- yi eine solche xter 
Ordnung ist, 

im Punkte s — j -{- yi regulär, also insbesondere bei zu Null ab- 
nehmendem i ^/, . , ■\ 
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718 LXVI. Sme über 7t(x). 

Es sei speziell eine NuUstelle -^ + yi von kleinstem absoluten Betrage 
gewählt. Das c der Behauptung ist dann > Yj ^ y^ . 
Wäre nun von einem gewissen n an beständig 

'^ -' = clog« 



-PWfe- 


1 y» 

- olog»^ 


1 yr 


--- 


•+¥ 

4> 


.»"'log. 


so die durch 




■f'' 


elogn 


-P(«) 


2j 


"' 


I + l 


"5' 


y» 


+ P(«) 


2i 


Ji' 


'+I 



für fl> 1 definierte Funfetion für &1>^ regulär ist, die Dirichlet- 
sche Reihe (1) bzw. (2) nach dem Satze des § 197 für 6 > |- kon- 
vergent, also ftlr ff > |- 

Es wäre also 
Femer ist, da g(s + ^), also auch / (^(m) — l)t??i für « ==■ g- -|- yi re- 



iilär ist, 

y,-. 



-0, 

logn 
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§ 304. Beweis des dritten 'and vierten Satnes. 



Andererseits isb F(s) für s = | regulär, und / {t,{u) — l)du wird 
dort wie log (s — ■^l unendlich, so daß 

lim • S^W-O, 

" B = s cw^ log« 

also 







Da nun für n ^ % 




^fi + -p(«)ao 




rausgesetzt wird, so müßte wegen 

1 ■ 1 




^l-f-f + l-' ^T + ' 




i™ ' ^4^""' <i» ,' 


^^£:TP<") 


n. Das gibt 




^ilm^i' 




^^R^' 




Vi + r'-^o, 




gen die Annahme. 
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SECHSTBS BUCH. 
THEOEIE DER DIEICHLET8CHEN REIHEN. 



y Google 



y Google 



Eimmdzwanzigster Teil. 
Historische Einleitung zum sechsten Buch. 

Siebenundsechzigstes Kapitel. 
Historiscbe Emleitnng znni sechsten Bach. 

§ 205. 
Hietorleche Eluleltuug zum sechBteu Buch. 

Im Verlaufe dieeea Werkes sind oftmals Sätze über Dirichlet- 
Bcke Reihen mit komplexen Variablen bewiesen worden, meist nur in 
dem Umfang, welcher an der betreffenden Stelle erforderlich war. 
Diese bisher vorgekommenen Sätze werde ich zunächst nochmals zu- 
sammenstellen; dies wird keine bloße Wiederholung sein, da ich hier 
au Stelle des speziellen Typus 

(1) i; 

gleich allgemein den Typus 

(2) .4°""''"' 

behandeln werde, wo die l^^ reeU sind und 

A, < l2<- ■ ■ <!„< A„+, < ■ ■ ■, 

lim 1^ = oo 

ist. Das enthält die speziellen Diriehletschen Reihen (1) für 

aber auch die gewöhnlichen Potenzreihen für 

l^ — jj. 

Außer den Sätzen, deren Spezialfälle bei 

4 = log« 

ihm schon begegnet sind, wird der Leser eine große Anzahl anderer 

wichtiger Theoreme in diesem Buche kennen lernen und dabei auch 
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724 LXVII. Historisdte Einleitung zum sechsten liiich. 

spezieR manche Eigenschaft der Riemannschen Zetafunktion, von der 
bisher nicht die Rede war. 

Historisch bemerlio ich: 

Herr Jensen^' hat 1884 entdeckt, daß das Konvergenzgehiet der 
Reihe (2) eine Halbehene ist. 

Herr Cahen^' bat 1894 zuerst die Diricbletschen Reihen als 
Funktionen komplexen Argumentes studiert und viele grundlegende 
Tatsachen bewiesen. Alsdann enthält aber der auf die allgemeine 
Theorie der Dirichletschen Reihen bezügliche Teil seiner Arbeit eine 
Reihe von Fehlschlüssen verschiedenster Art und mit ihrer Hilfe eine 
so große Zahl tiefliegender und merkwürdiger Gesetze, daß vierzehn 
Jahre erforderlich waren, bis es möglich wurde, hei jedem einzelnen 
der Cahenschen Resultate festzustellen, oh es richtig oder ftiiach ist. 

Im Jahre 1908 war noch manches davon übrig geblieben. Hier- 
von wurde endlich die Entscheidung geliefert: 

1. durch Herrn Hadamard^' bei einem Theorem (wenn auch 
nur unter einer einschränkenden Voraussetzung), 

2. durch Herrn Perron** bei allen Sätzen (bzw. Nichfcsätzen) bis 
auf einen, den weder HeiT Hadamard noch Herr Perron erledigen 
konnten, wie sie besonders erwälmen, und schließlich 

3. durch mich^* für dies übrigbleibende Problem; Die (negativ 
ausgefallene) Entscheidung der Fiage, ob es wahr oder falsch ist, 
daß das formal gebildete Produkt zweiei m derselben Halbebene kon- 
vergenter und ein absolutes Konveigenzgebiet besitzender Dirichlet- 
scher Reihen stets in jener Halbebene konvergiert. 

Zu den Cahenschen Problemen sind inzwischen noch viele wei- 
tere hinzugetreten, insbesondere die bisher durch mich^' und Herrn 
Schnee^ erst zum Teil gektäite Frage nach dem Zusammenhang 
zwischen der summatorischen Funktion 

und der Art des etwaigen Unendlichwerdens der durch die Dirich- 
letsche Reihe (1) oder (2) definierten Funktion auf vertikalen Geraden. 

1) 1. 

2) 3. 

3) ft; 10. 

4) 1. 

5) 84, S. 264—266. 

6) 84, S. 302—255; 43, S. 53—58; 46. 

7) 2. 
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§ 306. Historische Einleitung zum sechsten, Buch, 725 

All dies will ich hier im Zueamraenhaiig darsteUen imd gleich 
den aUgemeinen i^-Typus ansetzeü. Es setzt sogar im Spezialfall 

manches in helleres Lieht; da frühei- z. B. bei 

das Punfetions zeichen Logarithmus in zwei Rollen auftrat, so erhält 
diese Identität eine viel prägnantere Bedeutung, wenn sie unter Vor- 
aussetzi.ing der Konvergenz von 

in § 241 zu 
d. h. zu 
verallgemeinert wird. 



y Google 



Zweiundzwanzigstcr Teil. 
Grundlagen der Theorie. 

Ächtundsechzigstea Kapitel. 
Das Konvergenzgebiet einer Diricliletsclien Reilie. 

§ 206. 
Existenz der Halbelieneii beding^ter nud unbedingter Kon- 
vergenz. 

Satz 1^'; Es sei 

(1) «.)-i». «-'■■■ 

für s = S|, konvergent, oder es sei auch nur für wachsendes x 

Es sei 

m(50>5R(s„). 
Dann ist 

f(.h) 

konvergent. 

'eis: Wenn 



gesetzt wird, ist nach Voraussetzung 

|-S(a;)i<^, 
also für ganze v, w, wo ic ^ c ^ 1 ist, 



1) Vgl. g 4ä für den Spezialfall i„.= logm. 



y Google 
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|i'».e-'--l<4i'ie-'-'--'-e-'-+>"-'|+4(,-'-«"-' + 4e-'-+'''"-', 
Nim ist j 

e-':'--'-,-'.*'f-'\<:ls-,,\'f'e-''i—-'du, 
folglich 

Falls 

ist, ist also 



(2) \t 






Nach Voraussetzung ist nun 

SSfe) >«(»,), 
also 

lim8-'-«'--l-0, 

lime^'-"'"''""-'-0; 
(2) lehrt daher, daß 

konvergiert, womit der S'atz 1 bewiesen ist. 

Eine Dirichletsehe Reihe, die in einem Punkte konvergiert, 
konvergiert aJso in jedem mit Bezug auf die Abszisse rechts gelegenea 
Punkte. 

Eine Dirichletsehe Reihe braucht nirgends zu konvergieren und 
kann überall konvergieren, wie schon in § 42 durch die zwei Beispiele 



2S-2«-- 
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und 



2f=2iv 



festgestellt w^r. 

Satz 2^': Wenn eine Diricbletsche Reihe (1) weder über- 
all noch nirgends konvergiert, so gibt es eine Zahl a derart, 
daß (1) für ö <ß divergiert, für S>a konvergiert. 

Beweis: Wörtlich wie in § 42 ist auf Grund von Satz 1 za 
schließen r Die Einteilung der reellen Punkte in DivergenK- und Kon- 
vergen zpunkte heatimmt einen Schnitt a, der die verlangten Eigen- 
schaften hat. 

a heißt die Konvergenzahszisse, a = « die Konvergenzgerade. 
Für a=^ CO wird der extreme Fall „nirgends Konvergenz", für a =- — co 
der extreme Fall „überall Konvergenz" einbezogen. 

Satz 3^>: Wenn eine Dirichletsche Reihe (1) für s^ absolut 
konvergiert und 

SRfe) > «(«.) 

ist, so ist (1) für Si absolut konvergent. 

Beweis: Aus der von einem gewissen n an (nämlich für A„ > 0) 
gültiger) Abschätzung 



folgt die Behauptung ohne weiteres. 

Eine Dirichletsche Reihe braucht nirgends absolut zu kon- 
vergieren und kann überall absolut konvei^ieren, wie die zwei obigen 
Beispiele zeigen. 

Sata 4^': Wenn eine Dirichletsche Reihe (1) weder über- 
all noch nirgends absolut konvergiert, so gibt es eine Zahl 
ß derart, daß (1) für 6<ß nicht absolut konvergiert, für 
e>^ absolut konvergiert. 

Beweis: Wie beim Satz 2. 

Es sind die beiden extremen I'älle passend mit /3 = — oo und 
/3 = OD zu bezeichnen. 

Ivun haben die speziellen Dirichletschea Reihen, wo 
K ■= ^ogn 

1) Vgl ö 42 für don Speaiftlfall l„^logn. 

2) Vg! § 42 für den Spp?ialtall X„=\ogn. 

3) Vgl § 4-J tur den ^l.e^lalfall :i^ = logn. 
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ist, wie wir in § 42 sahen, im Falle einer Kon vei^enzh albebene stets 
anch eine absolute KonTergenzh albebene; der Abstand der beiden 
Geraden 6 = o; und s = /5 war sogar stets höchstens 1. Diese Eigen- 
schaft, welche viele Beweise erleichtert, fäUt bei den allgemeinen 
Dirichlctschen Reihen fort; z. B, ist offenbar bei^' 



da für s > die absoluten Beträge der mit alternierenden Vorzeichen 
versehenen Glieder monoton gegen NuU konvergieren und da die 
Glieder für s ^ nicht den Limes haben; ferner ist bei jener Reihe 



2j (lognY 



für alle reellen s divergiert. 

Die folgende Tabelle wird zeigen, daß in den Relationen 

-cc^a<ß<oo 

in Bezug auf Gleichheitszeichen alle logisch denkbaren Fälle möglich 
sind; falLs 

«<ß 

ist, beißt 

«<o<(i 

der Streifen bedingter Konvergenz; für 

«-A 

was für gewöhnliche Boten zreihen (von e~') 

<t„ = K 
stets eintritt, ist er in nichts zusammengeschrumpft. 
1) Überhaupt liann allgemein 

gesetzt werden, wo die l^ ^= e " poaitiv sind und monoton ins Unendliche wachsen. 
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Srstes Beispiel; Es ist 

far 



Beispiel: Es ist 



-^ (logn'f 

Denn offenbar ist bei reellem s die Reihe konvergent, da die Glieder 
alternierende Vorzeichen haben und da ihre absoluten Beträge von 
einer gewissen Stelle an monoton zu Null abnehmen; die Reihe der 
absoluten Beträge ist für s ^ l divergent, für s > 1 konvergent, so daß 

ß = — oo, 

ß-i 



für 



Drittes Beispiel: Es ist 



2^ 



(log™)' ' 

denn offenbar ist bei festem reellen s die Reihe aus dem beim vorigen 
Beispiel angegebenen Grunde konvergent, und die Reihe der absoluten 
Beträge ist für kein reelles s konvergent. 
Viertes Beispiel: Es ist 

~00<<,_|J<« 

ffll 



2i.; 



dmiii hier ist 


«- 1, 




Fünftes Be 


ispiel: Es ist 






-»<«<( 


i< oo 
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2"r^ 




denn es ist hierbei 

ct-0, 




ß-1. 




Sechstes Beispiel: Es ist 




-»<«</!- 


CO 


für die schon oljen angeführte Reihe 








denn hier ist 

«-0, 




ß-x. 




Siebentes Beispiel; Es ist 




-«.<«_/)_ 


CO 



2:p- 



§ 207. 
"ühev die Lage der Kouverffenzaliszisseii a and ß. 

Es sei a endlieli; da durch die Substitution 
s -- s' + c 
die Diriehletsclie Reihe 

wieder in eine Dirichletsche Heihe 

mit der Variablen s' übergeht, kann ohne Beschränkung der Allge- 
meinheit für die Aufgabe einer expliziten Darstellung Ton a ange- 
nommen werden, daß 

«>0 
ist. Dann gilt der 
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Satz 5^*: Wenn die KonvergenzabBzisse einer Diricltlet- 
aolien Reihe >0 ist, ist sie durch die Formel 

%| J».! 

a = lim sup Y~ "" ' 

gegeben. 

X hat dabei ganzzahllge Werte zu durchlaufen. Der Satz wird 
sich auch im Falle a = oo als wahr herausstellen. 

Beweis: 1. Es ist zu beweisen: Wenn der wegen der voraus- 
gesetzten Divergenz der Reihe für s = nicht negative Ausdruck 

log I ;^a„ I 

lim sup -^ -= L 

gesetzt wird, so ist, falls L endlich und i5 > ist, die ßeihe 

m -i«.«-'- 

für s = L -{- d konvergent; das bedeutet alsdann 
In der Tat ist, wenn 

gesetzt wird, von einem gewissen ganzzahligen x an, d. h. für 
a; ^ I = |((5) erstens 

zweitens 

log|^(a:)l ß 

jj- ■ < -^ + ä-i 

\Aix)\<e ^ '> , 
daher ist wegen 

2y'" -2(Mn) ~ Ä(,, - l))e-'"' 
~:SA(n){e-''' - «-'•+■■) - Ä(v - l)e^''-' + A(w)e~'-*'- 

1) Vg!. § 32 für den Spezialfall l^ = log»i; damals waren die a„ noch reell 
vorausgesetzt. Offenliarr gilt der folgende Beweis auch im Falle « = 0, wenn die 
Reihe fi'irs = divergiert oder gegen einen von Hüll verEcMedenen Wert konvergiert. 
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für !(i ^ 1> ^ I + 1 



l„(i+J)] 



J«'"(">~) («-'-<"''- e-'"''"«) 



was für V = oo, w = oo den Limee hat, womit die Konvergenz 
von f(L -f S) bewiesen ist. 

2. Es ist zu beweisen : Wenn /(s) für ein reelles s,, > konver- 
giert und ö > ist, Bo ist von einer gewissen Stelle an 

— ¥-<^« + '*' 
d. h. für alle hinreichend großen x 

\A(x)\<e'-'-*"; 
denn damit ist ja im Falle k > die Relation 

bewiesen. 

In der Tat ist, falls 

^'ct„(3~ "^ = B{x) 

gesetzt wird, für alle iC = 1, 2, 3, ■ ■ • 

A(:£) -2y ''•'•''- 
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also wegen 

\ß(x)\<B 

= B(e'"'-e"') + Be^^'° 
<2Be'"\ 
folglich für alle hinreichend großen x 



Damit ist der Satz voUetändig be* 

Er liefert ohne weiteres durch Anwendung auf 



Satz 6'^: Falls die Abszisse ß der absoluten Konvergenz 
>0 ist, ist 

l'^g J' I "„ I 
ß ~ lim sup — ^^ 

Ferner gilt der 

Satz 7^': Bei jeder Dirichletsehen Reihe ist 

„ ,,. loga; 

ß — a -^ lim sup — ^ — 

Es werde 



gesetzt; l ist jedenfalls ^ 0. Im Falle 

l = oo 

ist nichts zn beweisen. Es werde aleo l endlich angenommen; dann 
besagt die Behauptung, daß aus der Konvergenz von /'(sg) die abso- 
lute Konvergenz von f(s^ + 1 + d) für (J > folgt. 

In der Tat ist nach Voraussetzimg für wachsendes n 

'a^e''"" = 0(1), 

1) Vgl. § 32 für den SpezialfaU l_ = logn. 
3) Tgl. §43 für den Spezialfall l,,= logH, 
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also, da für alle hinretcliend großen n 



^^^-^,A..:.^> ^ 0\e ' '^y 



woraus die Behauptung folgt, da 



Beispiel: Für 

i„ = M 

und überhaupt für 

ist 

alao kein Streifen bedingter Konvergenz vorhanden; dies ist ja eine 
bekannte Eigenschaft der Potenzreihen 

wo die Konvergenagerade ^ a = ß dem Kreis \y\ ~ e'" = e~i* ent- 
spricht. 

Neunundsechzigstes Kapitel. 

Die gleichmäßige Konvergenz und der analytische Charakter 

der Diriehletsehen Reihen. 



Verhalten im luuem der Konvergenzhal1]el)eiie. 

Satz 8^': Eine Dirichlctsche Reihe konvergiert gleich- 
mäßig in jedem Rechteck 
a^0£b, c^i<d, 



1) Vgl, § 42 für den Spezialfall 1„ = 1< 
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welches ganz ihrer Konvergenzhalbebene angehört, d. h. wo 

a>a 
ist. 

Es kommen für diesen Satz die beiden Fälle a oo und 

— oo < K < t3o in Betracht, und er zeigt natürlich, daß die Reihe in 
jedem ganz in der Konvergenzhalbehene und im Endlichen g 
Gebiete^' gleichmäßig konvergiert. 

Beweis: Es sei s^ so gewählt, daß 

ist. Nach der Formel (2) des § 206 ist in der Halbebeiie 

gi(s)>m(So) 
für alle ganzzahligen p ^ 1 

\2':'-'"\i^^i:^'-'-'"-'+^'-'-'"'--- 

also im gegebenen Rechteck, wo 

9l(s-So)^a-9{(so) 

>0 
und bei passender Wahl von B 

I s ~ So |< B 
ist, für alle hinreichend großen v (bei denen nämlich i„ > ist) 
, AB 






wo die rechte Seite von s unabhiingig ist und für v ■^ oo den Limes 
hat. 

Satz 9^': Eine Dirichletache Reihe stellt in ihrer Kon- 
vergenzhalbebene eine reguläre analytische Funktion dar 
und darf dort beliebig oft gliedweise differentiiert werden. 

Beweis: Das folgt unmittelbar aus dem Satz 8, Im Falle 
K = ^ txj und im Falle — oo < « < oo ist also für e > « 

/■'"» - (- i)'J«.i>-"-". 

I) Gebiet mag Her eine beliebige „abgeschloasenc" Punktmenge bezeich- 
nen, d. h, eine solche, die ihre Häufungspunkte enthält. 
3) Vgl. g 42 für X„ = log)i. 
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Verhalten am Räude des Koiivergfenzge1)ietdS. 

Satz 10'': Wenn f(s) im Punkte s^ koüvorgiert, ist f(s) für 
alle s = Sq + £, wo s^O ist, gleichmäßig konvergent, also ins- 
besondere im Punkte S^ nach rechts stetig. 

Das letztere — Stetigkeit nach rechts — ist schon dnrcli Satz 8 
in dem Falle festgestellt, daß Sg im Innern des Konvergenz gebietes 
liegt, aber neu in dem Falle, daß Sq auf der Konvergenzgeraden liegt. 
Von ersterem — ■ gleichmäßiger Konvergenz — ist bisher in Satz 8 
nur in Bezug auf ein endliches inneres Teilintervall Sä^s^fn wo 
e^ > ist, die Rede gewesen. 

Beweis: Wenn 

f«) - ', 

geseUt wird, ist für s — s^ + f, e ^ und alle ganzen p ^ 1 
Jo.e-'-"-*'' - Jft^W - 6) - (Ä{n - 1) - i))«"'-' 

-^(A{n) - 6)(e"'"" — «"'"+■■) - (A(,v - 1) — b)e''-'- 









n 


>i 


;-!(«) 


ist 
















1 


Aln) 


-6 


<« 


und 








l 


.><>■, 


jedes 


«'^l + l 


liefert 


also 










11 


', e"''"'' 


:.+ .)' 


<«J( 



-) + 6 



£2äe' 
<26, 



womit die gleichmäßige Konvergenz von f{s) für £ ^ bewiesen ist. 

Etwas allgemeiner ist 

Satz 11: Wenn f{s) im Punkte Sg = ff^ + t^i konvergiert, so 
konvergiert f[s) gleichmäßig in jedem Winkelraum, dessen 

1) Vgl. den ersten Satz des § 30 für l„ = log n und reelle a„ nebst reellen s. 
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Scheitel s,, ist und dessen Sdienkel unter Winkeln zwischen 
— ;- (exkl.) nnd (exkl.) zu der durch den Punkt s^ nach rechts 
gelegten Horizontalen s = Sg -}- fi, £^0 gezogen sind. 

Insbesondere folgt hieraus: Für jede einem solchen Winkelrauni 
angehörige ahzählbare Punktmenge 

bei welcher 

lim s„ = Sfl 

ist, ist 

Im/XO-ftO. 

und auch: Auf jedem Strahl, der aus der rechten Halbebene kommt 
und in s^ mündet, konvergiert f(s) gegen f{s^, desgleichen auf jeder 
Kurve der Gestalt 

s - » + ((»)•■, 
wo 

ö>e„ 

ist und bei zu 6^ abnehmendem G 



: Es ist allgemein 

e" ■"" ^ e" " + ^' = s j fr"' du, 
also für 6 + 0, insbesondere für ö > 

I e"'*"' — e" '" + ^'1' ^ i's I / e-"" du 

-^ («-'"• -.-'"" 

Nun ist, wenn h und A{x) die Bedeutung des Torigen 
für s = s^ + £ + i]i, wo 

e>0, 

4^5« 
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ist {dae ist der Winkelranm) , und ganzes v"^! 

also für fJ ^ I 4- 1, wo | = ^[d) die damalige Bedeutving hat, 

womit die Behauptung bewiesen ist. 

Eine in einem Punkte der Grenzgeraden konvergente Dirichlet- 
sche Reihe ist also stetig nach rechts bei Annäherungen aus dem 
Winkelraum, den man auch so schreiben kann: 

s = So + reff', 

r>0, 

-l + ^^'P^I-^', 
wo ^ und ^' beliebig kleine, aber feste positive Größen sind, deren 
Summe ^ re ist. 

Also ist auch bewiesen: Wenn f(s) für s = Sf, konvergiert und 
M> gegeben ist, eo ist f(s) für 

6 ^ 00, - M(6 -0o)^i-to< -^(ö - So) 
gleichmäßig konvergent. 

Noch allgemeiner ist der 

SatB 12: Wenn f(s) für s^ konvergiert und M> gegeben 
ist, so ist f(s) für 

gleichmäßig konvergent. 

Dies Gebiet läßt sich offenbar für kein noch so kleines M in einen 
Wiiikelraum obiger Art fassen, da die Begrenzungskurve zu steil ist. 

Beweis: Es habe A(x) die obige Bedeutung; dann ist, wenn C^,--- 
absolute (d. h. von x, s und N anabhängige und höchstens von den 
gegebenen Größen a„, Sg und M abhängige) Konstanten bezeichnen, 
\A(x)\<C, 
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und für alle ganzen JV ^ 1 nebst ö > ©„ 

f{s) -^a„e"^"'= ^(Ä{n)-Ain-l))e~'n(^-'^'' 



^20, 


^ 


^j j + i 


° ■ 


Wenn überdies 










(«*(—.)- 


-l)<i -(,<«'"-'•'- 1 


ist, so ist 












»- 


<o-o. + |i-*J 
<<? — ffo+e^*"-""*- 1 


also 










«s) 


-2v- 





Es sei 

ä>0 

gegeben, nnd es werde ^^ so bestimmt, daß 

1,_^, >JIf 

ist. Alsdann werde oberhalb von 0^ ein oj = ^(ß) so bestimmt, daß 
tnr a>m(3) 
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ist; dann ist für 

^> ^\, ff ^ w, - fe^f"-"°> _ i) ^ ; _ t^^e"'^"""^ - 1 

Dem endlichen Gebiet 

'?o^'5^w, -(e^<"-"°'-l)^*-io^e^'''"""'-l 

entspricht, da es einem Winkelraum im Sinne des Satzes 11 angehört, 
ein N, = N^(d) derart, daß für N'^N^ gleichmäßig (in ihm) 

|/-(s)-J«.r'"'i<ö 

ist. Für JV^iV^ =- Agio) = Max. (A'y, FJ ist also im ganzen vor- 
gelegten Gebiet 

« i«,, ^{e"'--'-i)£i-t,<e'"--'- 1 

|«»)-Jc..e-'-'l<«, 

womit der Satz bewiesen ist. 

Aus diesem Satz folgt unmittelbar der 

Zusatz: Wenn e>0 und ili"^0 gegeben sind, so ist für 
S>(fa+ ^> — e*^° < ( < e^" 

die Reihe gleichmäßig konvergent. 

In der Tat ist im Falle JK" > die Reihe iiacli dem ursprünglichen 
Woi-tlaut für 

gleichmäßig konvergent, und für alle hinreichend großen ö ist 

i^_(e2^(-o_ l}<-e«- 

der neue Wortlaut ist daher iär M> 0, also für alle reellen M be- 
wiesen. 

Im Falle der Existenz einer absoluten Konvergenzhalbebene be- 
steht der fast triviale 

Satz 13: Wenn f{s) für s,, absolut konvergiert, so ist f(s) 
für (? ^ ög gleichmäßig konvergent. 
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Beweis: Aus der für A„^0, e ^ ßo göltigen Abschätzung 



folgt dies unmittelbar. 

Der Satz 13 hat natürlich zur Folge, daß in dem speziellen Falle 
der Diriohletschen Reihen mit aheolutem Konvergenzh ereich der 
Satz 12 gar nicht mehr aussagt, als durch den Satz 11 schon be- 
kannt war. 



Siebzigstes Kapitel. 
Die Nnllstellen in der KonvergeiizhaIb«l)ene. 

§210. 
Der Eindeutig'keitssatz, 

Satz 14'>: Wenn für S> y 

ist, 80 ist 

;i„ = c„ («^1). 

Anders ausgedrückt: Wenn für s > y 

(1) i'«.«-'--o 

ist, so ist 

(i„ = (n > 1). 

Beide Wortlaute besagen dasselbe; denn unter den Voraussetzungen 
des ersten Wortlauts eri'üllt 

6^ — c„ = a„ 
die des zweiten. Der Satz besagt: Wenn nicht aUe Koeffizienten einer 
Diriohletschen Reihe sind, so können nicht aUe Piinkte der reol- 
len Achse rechts von einer Stelle an Wurzeln sein, aiso^) auch nicht 
alle Punkte irgend einer horizontalen Geraden rechts von einer Stelle. 

1) Vgl. § 35 für 1„ = log n. 

2) Denn s = s -\- c füLit auch bei komplesem e die Reihe wieder in eine 
Dirichletsßhe Reilie über. 
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Es ist nur zu beweisen, daß aus (1) 

folgt; denn dann ergibt die Wiederholung dieses Schlusses 

usw. 

Nach Satz 10 ist die (für s > 7 konvergente und den Wert 
besitzende) Dirichletsche Reibe 

für s ^ ;■ -f 1 gleichmäßig konvergent. Wäre 

«1 + 0, 
so gäbe es also ein N derart, daß für s ^ ;' + 1 

l_.2'a^e""''~'''''|<|^| 

ist. Dann ist infolge (1) 

also 

|».+iv-""-'''"i<|l|, 

Ja.e-''--'."|>|f 

für alle 5^^*+ 1. Dies steht damit in Widerspruch, daß für posi- 
tives, ins Unendliche wachsendes s 

lim ^Xß""''""^'" = 
ist. 

Offenbar reicht es zu dem obigen Schluß von (1) auf 
«, = 0, 
d. h. 

M„ = (k ^ 1) 

aus, daß für unendlich viele s > y, worunter beliebig große vorkommen, 

fW - 

ist. Damit ist schärfer be^ 
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Satz 15: Wenn für pasBend gewählte beliebig große reelle s 

iat, so sind alle 

rt„ = 0. 
Dies lehrt natürlich, daß im Falle zweier eventuell nicht iden- 
tischer ^-Reiheu K^^ und A^' aus der für die betreffenden unendlich 
vielen S gültig vorausgesetzten Gleichung 

wo nur von Null verschiedene b, c aufgeschrieben sind, folgt: 

Denn, wenn die A^, X'^, durcheinander der Größe nach geordnet, mit 
A, , ig: ■ ■ ■ bezeichnet werden, so folgt durch Subtraktion 

(2) ß,, = ?>„, für A„ = ?i'^^, aber A^ 4= jedem ?.", 

(3) «,, = — c„ für A^ ^ A^', aber A^ 4= jedem //, 

(4) a,. = 6^ - c, für A,, == a;, = A^' 
ist. Nach Satz 15 iat stets 

da andererseits stets 

K + ö 
und 

c, + 

sein soll, so kann (2) und (3) nicht eintreten; d. h. die beiden Folgen 
A' und A" sind identisch. Aus (4) folgt dann, daß die Koeffizienten 
&„ und c„ identisch sind. 

Der Satz 15 läßt sich auch so formulieren: Wenn /'(s) ein Kon- 
vergenzgebiet hat und nicht alle Koeffizienten verschwinden, so gibt 
es ein s^ derart, daß für s > s^ 

ist. Übrigens gibt es infolgedessen, falls k^ > ß gewählt ist^', auf der 
unendlichen Strecke s > Kq lur höchstens endlich viele Nullstellen; 
denn gäbe es unendlich viele, so würden diese sich im Endlichen 
häufen müssen, und die analytische Funktion wäre dort singulär^'. 
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% 211. 
Genauere Sätze über die Lage der Hullstellen. 

Noch schärfer ist der 

Satz 16: Es Bei f(s) für s = s^ = 6^ + i^i konvergent und 
^>0 sowie Jtf^O beliebig gegeben'^J; dann gehören dem Gebiet 
(1) d>0a + i, -e^''£t^e^'' 

nur höchstens endlieh viele Nullstellen an, außer, wenn alle 
Koeffizienten der Reihe verschwinden. 

Beweis: Gesetzt, f(s) habe nicht lauter ver seh windende Koeffi- 
zienten, und es gebe in dem Gebiet (1) unendlich viele NuUsteUen s. 
Dieselben können sich nicht im Endlichen häufen, da f(s) für ö ^ (To + * 
regulär ist. Sie würden sich also im Unendlichen häufen; d. h. es 
gäbe beliebig große e, für welche 

s = + ti 
mit einem t im Spielraum 

- e^" < ( ^ e"" 
eine Nullstelle ist. 

Es tlarf ohne Beschränkung der Allgemeinheit angenommen wer- 
den, daß 

ist. Der Satz wird bewiesen sein, wenn man gezeigt hat: Für alle 
hinreichend großen o ist im Gebiete 



s ^ ß -\- tif 
— e"-^ < ( < e"" 
die Funktion f{s) von NuU verschieden. 
Die Reihe 

ist nach dem Zusatz zu Satz 12 für 

gleichmäßig konvergent. Es gibt daher ein N derart, daß für alle 

1) e belieliig klein, M beliebig groß. 
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ist, folglich 
Wegen 



^V-''"-^'1<^«™' 



-[J„-7.^)> 



\^a„e. ' " ■ <^|(»„|i 



gibt es also ein ff, derart, daß für 



= 0, 

womit der Satz 16 bewiesen ist. 

Er besagt, daß zn jeder nicht identisch verschwindenden Dirich- 
letachen Reihe und zu jedem M ein ß^ gefunden werden kann, so 
daß im Gebiet 

keine Nullstelle liegt*'. Dies sehließt nicht aus, daß es NoUstellen 
mit beliebig großer Abszisse gibt. Für Reihen mit absoluter Kon- 
vergeiizhalbebene (wozn im Falle einer KonTcrgenzhalbebene die End- 
lichkeit Yon 

lim snp -^— 

nach Satz 7 hinreichend, aber natürlich nicht notwendig Ist, da man 
ja die Wahl der «„ in der Hand hat) ist dies allerdings nach dem 
folgenden Satz ausgeschlossen: 

1) Es brancht wohl kaum betont zu werden, daß dnrcli Betrachtung von 
f{s) — a statt f{s) alle diese Sätze für o-Stellea statt NuUateUen formuliert wer- 
den können. 
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Sats 17: Wenn die nicht identisch verschwindende 
Dirichletsche Reihe 

eine absolute Konvergenzhalbebene besitzt, so gibt es ein 
ffj derart, daß für 

ö>e, 

/■(s) + o 

ist. 

Beweis: Es sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
a, +0. 
Die Reihe sei für s = j; absolut konvergent. Dann ist für 6 > j; 

lf(s) -<,,,-'■•; ^J'aj<,-'"'|.-'"'-«| 

^«-'■'""''J>.|e-'-' 
= ce~ '", 
\f(s)ma,\e-'---ce^'-, 
woraus wegen il^ < X^ für alle 8 mit hinreichend großer Abszisse 

f(s) + 
folgt. 

Ich knüpfe für das Nächstfolgende an eine aus der Theorie der 
Zetafnnktioa bekannte Tatsache an. Das Nicht verschwinden von 

für ff > 1 war durch die Potenzdav Stellung 

2:.;.. 

t(s) -<>■■• 

in Evidenz gesetzt. Entsprechend gilt allgemein der 
Satz IS: Wenn die Dirichletsche Reihe 

/■(»)- iv"'-" ("i+o) 

eine absolute Konvergenzhalbebene besitzt, so gibt es ein G 
derart, daß bei einer passenden i'-Folge 

l[, 4, i-l, ■ ■ ■ (A;, < i.'„ + i, lim i.'„ = oü) 
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und einer Folge von Koeffizienten 
a[, «j, (»3, • ■ ■ 
die Dirichletsehe Reihe 

für e > Cr absolut konvergiert und duß dort 

f{s) = e-*^V« 
ist 

Beweis: Es ist 

M.- = 1 + j,-(^.-w. + ^. ,-Ä-y. + . . . 

wo 

lim j'^ = oo 

ist. Diese Reilie ist nach Voraussetzung in einer Ilalbebene absolut 
konvergent. Für 6 > (? ist, wenn dies G passend gewählt ist, sogar 
die Summe der absoluten Beträge der Glieder vom zweiten an 

(2) |6Je-'" + |6,|e-""'+...<l; 



log--^^E^-log/-(s)-loga,-A,,. 

regulür und außerdem 

Iog/'(s)-loga,-;ijS = (&ie"'''+?'te"'''" + -.0-i(^ie"''"+&3e"'''' + ■■■)' 

+ k{Ke-'^' + \e~'^' + ■■-)'-■■■• 
Für fl > ö darf wegen (2) jede Potenz ausgerechnet und daa Ganze 
beliebig geordnet werden. Bei passender Gliederanordnung entatebt 
eine Dirichletsehe Reihe 

iy , 

in der die (i^ gleich den wachsend geordneten Summen 

^H + v„„ + • ■ - + v,,^ 
von beliebig vielen gleichen oder verschiedenen Summanden sind. 
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Denn nur solelie Glieder treten auf; es ist auch evident, daß die ver- 
scliie denen der Zahlen 

V^, + !'„, + ■■■ + l',«^ 

sieh nur im Unendlichen häufen und daß jede auftretende nur end- 
lich vielen Gliedern bei der Zerlegung der Reihe 

J'-^-if^fe«""" + ».""'■' + ■■■)" 

entspiicht, wo die mte Potenz ausgerechnet, d. h. als Dirichletsche 
fieihe geschiieben gedacht wird. 
Ea ist also für ö > G 

log f(s) — logflj — }.iS =^'c^e~''"', 

/■(6) = e 

wo noch logö[ in die Dirichletsche Reibe dea Esponenten einbezogen 
werden kann. 

Für spezielle Dirichlötache Reihen 
1,„ = logn 
ist beim Beweise- 

= log (n i- 1) 
und auch 

f(„ = log(re -(- 1), 

da die Zahlen log(w + 1) sich durch Addition reproduzieren. Jede 
Dirichletsche Reihe vom speziellen Typus 

/■« - 5 + |i + |i + ■ • ■ («, + 0), 

welche ein Konvergenzgebiet besitzt, ist also für a > G in der Form 
/■(s) _ , -' 



y Google 



Dreiundzwanzigster Teil. 
Das Multiplikationsproblem. 

Einundsiebzigstes Kapitel. 

Das Dirichletselie Produkt einer konvergenten and einer 
absolut konvergenten Reihe. 

§212. 

Der Begriff der Dirichletschen Multiplikatiou nach einer 

;i-Begel. 

Es seien zwei für 6 > Öq konvergente Dirichletsche Reihen ge- 
geben. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen sie in der Form 

mit derselben 1-Polge angenommen werden; dena, wenn ursprünglich 

/■(s)-i| »;.-'■■■, 

S(.) -2Ke-''' 

iat, so brauchen nur die X' und X" ansammengeworfen zu werden 
und die in fis) bzw. g{s) eigentlich nicht vorkommenden Terme den 
Koeffizienten zu erhalten. 

Pormal — ohne Rücksicht auf Konvergenz, die aber z. B. im 
Falle der absoluten Konvergenz von f{s) und g{s) für das betreffende s 
gewiß gewährleistet ist — - ist das Produkt beider Reihen als Dirich- 
letsche Reihe 
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darstellbar, wo v^, wachsend geordnet, alle verschiedenen Summen 
/ ;=i, 2, ..■\ 

durchläuft und 

'. - 2«K 

ist. 

Definition: Es seien 

(1) i«.„ 

(2) 2ß. 

zwei beliebige Reihen; da die Betrachtung ganz formal ist, 

braucht nicht einmal ihre Konvergenz vorausgeaetzt zu 

werden. Wenn eine feste Folge X^(n = 1, 2, ■■■) gegeben ist, wo 

X,<l3<ls<---, 

lim J.„ = oo 

ist, versteht man unter dem Diriehletschen Produkt beider 
Reihen aach der A„-Regel die Reihe 

(3) 27., 

WO 

ist. 

Falls (1) und (2) absolut konvergieren, ist gewiß (3) konvergent 
und gleich ihrem Produkt, da (3) alle Glieder 

/ ; - 1, 2, ■ ■ .\ 

und jedes genau einmal enthält. 

Nach dieser Definition ist natürlich für jedes s die obige Reihe 

(4) „-t'""'"'"' 
das Dirichletsche Produkt von 

(6) 2v'-' 
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und 

(6) 2iK«~''"'\ 

deBii es ist 



§213. 

Eine hiureicheude Bedingung^ für die Konvergenz des 

Dirichletschen Produktes. 

Es gilt nxm (in den Bezeichnungen (1) usw. des § 212) der 

Satz 19^1; Wenn (1) absolut konvergiert und (2) konver- 
giert, HO ist das Diricliletsche Produkt (3) konvergent und 
gleich dem Produkt beider Reihensummen. 

Er liefert speziell: 

Wenn in einer Halbebene [b) absolut konvergiert und 
(6) konvergiert, so ist dort (4) konvergent und gleich dem 
Produkt beider Reihensummen. 

Ich werde sogar noch etwas mehr beweisen, nämlich; 

Die Reihe ^ 

konvergiert, wenn die Glieder naeh wachsendem A; + ^^ ge- 
ordnet sind, welches auch die Reihenfolge der Glieder mit 
gleichem ij-|- l^ sei, und ist 

Im ursprünglichen Wortlaut war nur von der Summe der Sum- 
men der Glieder mit gleichem A^ + i,^ die Rede, diese also jedesmal 
in eine Klammer zusammengefaßt. 
~i werde 






1) Vgl. % 1Ö5 für den Spezialfall Jl^= log n 
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gesetzt. Gegeben ist eine bestiimnte Reihenfolge .aller 

«.A., 

von der wir nur wissen, daß niemals ein. Glied mit größerei 

Aj + Kl 

einem mit kleinerem vorangeht. Dann hat jede Partialsnmm 
wenn a das höchste vorkommende a ist die Gestalt 



s-Ä(A + ft + ■■■ + /<«.,,)); 



der springende Punkt ist, daß mit 

«,(!-■ 
für alle 

m' < m 

auftritt. Ich werde beweisen: Wenn S gegeben ist, gibt es ein ganzes 
I = ^(3) derart, daß jede Partialsumme der Gestalt S, wenn sie u. a. 
die £^ Glieder 

^ ^^-^ C::::::;D 

enthälf^*, die Relation 

\S~ÄB\<d 

erfüllt. Damit ist dann die Konvergenz der vorgelegten Reihe gegen 
AB bewiesen. 

Nach Voraussetzung gibt es ein g, so daß für aUe x 
«(«)<<! 

1) D. h., wenn a > | und für jedes i == 1, 2, ■ . ., | 
'«I. l)iS 
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»'"' \li{x)\<g 

ist. Zu ä bestimme ich | = |(d) ^ 1 so, daß einerseits für alle « ^ | 

mit beliebigem w'^v 



\ ßK I = I -B» - -BJ 

" "" <^ 

ist, andererseits für alle iK ^ £ 

\A(x)B{x)-ÄB\<^- 

leli nehme min « ^ §, sowie '4>(x, l)^^ für l = 1,'2, ■ ■ ■ 
Es ist X 

- J'«, (■B(*(a;, !)) - BW) + ^ «, (iS(*(3;, i» - -BW); 



weil in der ersten dieser beiden Summen jedes Argument Ton B min- 
destens I, in der zweiten Summe jeder Index eines a größer als S, 
ist, ist j ^ 

-3-,ii«,i+2jiKi 

^ * , o ^ 



\S-ÄBl<\S-Ä(x)E(x)\ + lA(x)B(x)-AB\ 



was zu beweisen ' 
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Zweiundsiebzigstea Kapitel, 
Das Dirichletsche Prodakt zweier konvergenter Reihen. 

§214. 
Em allffemeiner Satz. 

Ich beweise zunächst einen Satz von großer Allgemeiniieit \ind 
mit vielen Parametera und werde dann im folgenden Paragraphen 
wichtige einfachere Spezialfälle besonders hervorheben, deren direkter 
Beweis dadurch erspart wird. 

Satz 20: Es seien p, p', x, %' vier Konstanten und 

T + r- > 0, 

e + T ^ p', 

ee sei 

(1) Ja..-- 

für s = p konvergent, für s = p + i; absolut konvergent; es sei 

(2) iy--'" 

für s = p' konvergent, für s — p' + ir' absolut konvergent. Dann 
ist das Diriehletsche Produkt 

(3) ^c.e-""' 

für 

_ ei- + f-T + - r^- 
^- ■■ -r+.' 
konvergent. 

Beweis: Für t = se^ der Satz nichts Neues aus; denn (3) kon- 
vergiert alsdann wegen p ^ p' bereits nach Satz 19 für 
s= e 

^ gT '-|- g'T + TT' 
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DeBgleichea für t' == 0. Es darf also 
t>0, 
r'>0 
angenoiamen werden, was an Stelle der drei ersteu unter den fünf 
vorausgesetzten Ungleichungen tritt. 
Zur Abkürzung werde gesetzt: 

<:^-«^+_"_„, 
-]_ ^ = ^■ 

Es ist 

7j 4- ij'= 1, 

0<^<1, 
< i;' < 1. 
Wegen der Voraussetzung 

r + J-s'iO 
ist 

^loJe-'.t'-^lo.|e-»-»t'le'.l"<'-s'l 

<:«>(•+»-?') _2'| oje- '.» + •', 



konvergiert, 

^!<iJi!-'-.f'-0(if"t»-t'l) 
und ebenso 

Ferner ist wegen 

„■ + ,•, + „■ 
m-p- -^T () 

_ fe'-elt + r»' 

• + <■ 
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die Reihe 

(Reihe (1) für s = oi) konvergent und genauer, wenn X^ das erste i„ 
hinter x ist und 

gesetzt wird, im Falle w > y 

= ^(-ßW - -R{n+ 1)) e-^.f—^) 

waa natürlich auch im Falle cj = q richtig ist; ebenso ist 

(Reihe (2) für s = co) konvergent und 

^ö^e-^>«=ö(e--(— ^''). 

Der Satz bedarf natürlich nur in dem Falle eines Beweisea, daß 
keine der beiden Reihen (1) und (2) für s = a> absolut konvergiert. 
Nun ist 

= ^ft,e-^'" ^h^e~''-"'+ ^ö^e"^"'" ^V^'''"- ^at^'^'"'- ^^ 
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= — ^ a,e ' ^ b^e "■ — ^^ h^e "' ^ a,e ' 

- («-l"-rt ^ I a, I e-'O + » («-'"-» ^ I i, I «-•"«) 

-«(1), 
letsteres mit Rücksielit auf 

-(»-?)+ i(i'+<''-rt--v^.(i' + <>'-(>)+^(«' + ?'-e) 

-0 
nebst 

-(» -?') + >('(i + (>-?') -0- 
Daher ist 

was zu beweisen war. 

§215. 
Spezialfälle des allgemeinen Satzes. 

Für 

ergibt sieb aus dem Satz 20 der somit bewiesene 
Satz 21: Es sei 

t + t>0, 
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(1) J«.«-'- 

und 

(2) M-'^'"' 

für s = p konvergent, (1) für s = ^ H- r, (2) für s = p + r' ab- 
solut konvergent. Dann ist 

(3) S.e--- 



konvergent. 

Noch spezieller, wenn überdies 



gesetzt wird: 

Satz 22: Es 



(1) für s = p konvergent, für s ^ q -\- x absolut konvergent, (2) 
desgleichen. Dann ist (3) für 



konvergent. 

§216. 
Weitere Sätze für spezielle A„-Folgeu. 

Es sei die A„-Folge so beschaffen, daß 

,. loga; , 

lirn sup - - = i 

endlich ist. Dann folgt aus der Konvergenz einer zugehörigen Di- 
richletBchen Reihe für p nach Satz 1 ihre absolute Konvergenz für 
p + ü + Ö bei allen ö > 0, nicht aber mit Sicherheit^' für p + ?. 
Falls jdao z. B. 

(1) Ä«"'"' 

1) Beispiel; "^ J— — ^ konvergiert für s =i 0, konvergiert aber nicht ab- 
solut für s= 1, 
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und 

(2) 2y'--' 

für s = () konvergieren, so folgt ihre absolute Konvei^ena für alle 

s >(, + !, 
also nach Satz 22 die Konvergenz von 

(8) 2y- 

für alle 

Es besteht nun aber unter der weiteren Einschränkung'* 

(4) \agx<l}.^^ A, 

wo A konstant ist, der 

Satz 23: Es sei (4) erfüllt, (1) für s = p konvergent, (2) 

desgleichen. Dann ist (3) für s = p + g" konvergent. 

Ich beweise gleich einen aUgemeineren Satz, der Satz 23 enthält: 
Satz 24: Es sei (4) erfüllt, (1) für S - p konvergent, (2) 

für S = p' konvergent, 

p + ; > e', 
p' + ; >p. 

Dann ist (3) für 

, _ e_+ f • , ' 

konvergent. 

Gleichzeitig beweise ich den 

Satz 25: Es sei (4) erfüllt, (1) für s = p konvergent, für 
s = p + r absolut konvergent, (2) für s = p' konvergent. Es 
sei hierbei 

p + T^p', 
q' + 1>Q- 



1) Die UDgleichimg (4) folgt uioht a 



da dies als obere Abachätzuiig mir bei gegebenem ä für alle hinreiclieiid. großen x 
verlangt. Nach (4) ist jedenfalla 1 1> 0. 



y Google 



werden, da 
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Dann ist (?,) für 

konvergent. 

Beweise: % darf beim Satz 25 positiv augenomm 
er sonst nichts Neues aussagt. 

Weder ist Satz 24 für r = %' = 1 im Satz 20 (oder für t = ^ im 
Satz 25), noch ist Satz 25 für x' = 1 im Satz 20 enthalten, da unter 
den Voraussetzungen dieser Sätze in den betreffenden Punkten keine 
absolute Konvergenz von (1) bzw. (2) zu bestehen braucht. Aber es 
wurde ja beim Beweise des Satzes 20 die absolute Konvergenz von 
(1) in p + T bzw. von (2) in q -\- 1' nur verwendet, um sehließen zu 
können, daß 



(5) 
bzw. 



^|6je-^t=0(e*<^+f'-e)) 



ist. Wird im Falle des Satzes 24 unter x und r' die Zahl l ver- 
stauden, im Falle des Satzes 25 unter r' die Zahl l, so bleiben (5) 
und (6), also damit aUes Folgende richtig; nur muß man hier (6) so 
(und (ö) entsprechend) : Da (2) in s = p' konvergiert, ist 
S^e^'^e'^ 0(1), 



(J) 



- 02e-''' 



Nun ist nach (4) die Anzahl der X^<,x 

(8) 0{,"); 
denn (4) liefert für alle ganzen « ^ 1 

(9) ;.,>iiog»-^, 

also für ganzes positiyes 
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Aus (7) ergibt sicli 

1. für p' — p ^ unter Benutzung von (8) 

2. für p' — 41 < unter Benutzung von (6) 



also nach (8) wegen 



e — e -. 



= 0(e*('+?'-f)). 

Damit aind die Sätze 23, 24 und 25 bewiesen. Sie gelten z. B. 
für den Spezialtypus 

1„ = log«, 

l^ 1 

ist und von welchem in den ersten fünf Büchern allein die Rede war. 
Nun aei die i„-Folge wieder beliebig {^„ <i ^„ + 1, l\ml^ — cc). 

§217. 
Weitere allgemeiue Sätze. 

Satz 26: Wenn zwei Reihen 

(1) .-t""--^ 

und 

(2) 2ß,.--B 
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lionvergieren und nach der X-Begel 

2r. - C{x) 

gesetzt wird, so existiert 

limij"c(i,)<Jj/ 
und ist 

ä werde 

-^^/. - BW 
(3) -_,^^_ «.-»(«-*,); 

die Summe kann auch ruhig über alle l bis oo erstreckt werden, da 
für x~Xj<}.^ der Faktor :B(a; - -tj) Null bedeutet. Im FaUe X^>^ 
kann sie einfach bis x erstreckt werden; X^ kann jedoch auch negativ 
sein, was nichts wesentlich Neues liefert, aber einmal anger 
wurde. Aus (3) folgt weiter ^1 für a;^2A^ 

fC{y)dy =/*^ 2_^ aßiy ~ l,) dy 



- 2 %f B(u)du. 



1) Die beschränkten und abteilungs weise stetigen Funktionen, die jetzt auf- 
treten, sind wegen dieser Eigenacliaften integrabel. 
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Andererseits ist 

f A(3i)B(x -y)ds -f^^,x,B(i -y)d,j 

-^2_^-,f B{u)du. 
Daraus folgt 
(4) JC(!,)d<J-'JA(,j)B(x~9)dy. 

Nach Voraussetzung existieren 

Iim^(l)-^ 

und 

lim B(x) - B. 

Aus 

Äl3i)B(i:-y)-AB + (Ä(t,)-Ä)B+Ä-(B(x~s)~B> + (Ä(p)~Ä)(B(x~!i)-B), 

'jA(,}B(x--ii)dy-ÄB-{x- 2i,) + b'j\A (g) - £) äy 

+ AJIb(x - IJ) - B)äy + J (At,) - Ä}(B(,x - y) - Bjäy 
folgt, da offenbar 

JlAm-Ä)iy-«(x), 

'JlB{x^y)~B)d9-«(x), 

J Ulli) - A) (Blx -^y)-B)dy- o(x) 
ist, 

lim -^ J A{y) B(x -y)dy = AB 
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und deshalb nach (4) 

Satz 27: Wenn (1), (2) und 

(5) Jt« = C 

konvergieren, so ist 

O^ÄB. 

Beweis: Nach dem vorigen Satz ist wegen der Konvergenz von 

(1) und (2) 

lim ^JXC(y) -<y)dy = AB-G. 

Da nnn nach Voraussetzung 

C(!/)-C+»(-l) 
ist, so ist 

AB - C ^ 0, 

G^AB. 

Wenn also insbesondere in einer Halbebene e > ij zwei Dirichlet- 
sche Reihen 

(6) ^«„e"-'"' 
und 

c) ßy'"'' 

sowie ihr Dirichletsches Produkt 

konvergieren, so ist dort 

(8) 2'v"'' -2'v'''' ■ J'*.e"'"'- 
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Wenn die beiden Reihen (6), (7) eine absolute Konvergenzhalb- 
ebene baben, folgt dies schneller durch funktioneatiieoretische Schlüsse: 
Weil ia der absoluten Konvergenzlialbcbene (8) richtig ist, muß (8) 
für 6 > ij richtig sein; denn beide Seiten stellen dort dieselbe ana- 
lytische Punktion dar. 

SatB 28: Wenn (1) und (2) konvergieren, ferner 

lim - _- y« = Ö 

ist, BO konvergiert (5), und (was jetzt nichts Neues besagt) 

es ist 

Es ist nach Satz 26 



AB = lim^ f ^7^dy 
— lim — ^ ^„(a: — v„) 

Nun ist nach Voraussetzung 

folglich 

AB =^ lim C{x), 

was zu beweisen war. 

Durch alle diese Sätze wird nicht die Frage beantwortet, ob viel- 
leicht das Dirichletsche Produkt zweier för ff > t; konvergenter und 
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§ 218. Hilfssats 'Über die Gmnmafunktion. 7Ö7 

ein absolutes Kouvergenzgeliiet besitzender Dirieliletscher Reihen 
stets für 6 > t; konvergiert. Um Am zu beantworten (und zwar ne- 
gativ, bereits beim Typus l^s^log»), muß ich im nächsten Kapitel 
weit ausholen. 



Dreiundsiebzigstes Kapitel. 

Eine spezielle Eigenschaft der Zetafimktidn mit Anwendung 
anf das Multiplikationsprohlem. 

§218. 
Hil&satz über die G-ammafUuktioii. 
Hilfssatz: Eb ist bei festem 6 



lim 



\r{c-\-m 



übrigens wird hiervon nur 

riß -V ti) = o(p'r^) 

gebraucht werden. 

1. Pur e - 0, t>0 ergibt sieh 

- u r(t{) r(- ti) = _„^^ „ ,- 

t\r{ti )\' -2^ 



-1^2 JE 
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2. Um die Richtigkeit der Behauptuag allgemein zu zeigen, ist 
es hinreichend, festzn stellen, daß 

limi^^^^l 

..» f-,r{tt)\ 

ist. Dann folgt durch Multiplikation dieser Gleichung mit der voran- 
L die behauptete Grenzbeziehung. 

< ist 






^n^^. 



TJi^+iK 



(1) logjrf!^,.)j-ä'l°ü('+-i7)+2'(9"<'B(l+«Ti.)-"°8(l+i))- 



Andererseits ist für t^ 




«(i+Ä)n'^= 


«(1+1 


=' 





folglich 



"(i+Ä)]i^'tri^=i. 
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Ilüfssals üiei- die GammafmiMion. 



81 log (ii) + M log (l + i) + 2 (»"°ü (l + TTf-^ - '°S (l + ä) - "' 

(2) jlog(+SH(»log(l+i))+2(sn(«I»g(l + ii:5i7i))-«l»g(lH-^))-ö. 
also nach (1) and (2) 

log|^3|_ j _ SB i„g (: + •) - 8i(olog(l +i)) 

+ Di ^(log (1 + 4--) - , log (1 -f ,^ y ) 

Für i >■ Mas. (| e |, 1) kann hierin bei jedem n ^ gesetzt werden; 

'»8(i+r;.)=M^-i(B^)+---. 

Für li/IS;} ist iinn 

|log(l+s)-!/1^4J^ + 4'- + '" 

^ ly|' I \s\' , 
W' 

8(1 -isl) 
Für i > 2 Mas, Hol,!) ist also bei jedem w ^ 

|H(i + si^)-«i»8(i+i4T;)|s:pJ^+i.i^Lr. 
(■+«■ • 

also 

(4) j 2 (l»8(l + i4:.,)-»l<.g(l+,7i^) |S;(l«l' + l<'l)i',. 4-^ ■ 
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770 LSXIU. Anwmdtmg der Zetafiirüttion auf das MuÜipUkatiimsproblem. 



Die rechte Seite hat hierin für ( ■= co den Grenzwert 0, E 

="4)+i) 

= «(t) 

ist. Nach (3) ist also 

limL 



womit der Hilfssatz bewiesen ist. 

Zusatz: Ein Bhck auf den vorangehenden Beweis zeigt, daß in 
jedem Streifen endlicher Breite 6^ ^ e ^ ff^ die Gleichung 



gleichmäßig gilt. In der Tat ist es nach den obigen Entwicklungen 
ausreichend, festzustellen, da£ für 6i ^ 6 ^ 6g gleichmäßig 
,. , I t"r(ti) I .. 

igt, und dies folgt ans (3) uad der für t>2 Max. (1 6i | , | öa | , 1) gültigen 
Relation (4). 

Speziell ist also für 6j < 6 ^ ffj gleichmäßig 



r(o + ti) = o(e ^'t V- 



§219. 
Hll&sätze über Dirichletsche Reihen vom speziellen Typus. 

Erster Hilfssatz^': Wenn 



f(')-2^ 



für ö > K konvergiert, so ist bei festem ff>a 

f{G + ti) = o{t). 

1) Dieser Hilfesatz wird später als Sata 4B über allgemeine Dirioliletsche 
Reihen wiederkehren. 
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§ 219. HÜfssäUe über DiriehlelstAe Seihen vom speziellen lypits. 771 



Beweis: Es ist, 


e-ei + ä (ä > 0), 




gesetzt, 

also für ( > 


S(i) _ 0(1), 




/■(e + ti) =/■(« + d + ti) 




-2-Jh 


■V Sl«) - S(w - 1) 




-2rfrÄ? 


(» , ,,)^^(,,; r ■*« 


S(() 


li ^ \2 ^ 1 ^ "\'^) 1 s 


(W + I)'^" 


' " + ~ / " \ / 6\ 




^'^>' 


fT + <2-7^ +oir>; 






V— +','*'/ 




= o2j 


+ 0«'' V + 0\tV 




= «i4 


+ o(<-i). 




Hierin ist tOr < ä < 2 






24 = oi/'-.) 




für <J ^ 2 a fortiori 






also ist jedenfails 







/■(. + (i) _«((). 
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: Wenn 

für ö > K koiiyergiert, so existiert für jedes feste ff > a de 
Grenzwert 



.l^i/ft« + ">'" 



und ist = «j. 

Beweis: Da /'(s) auf der geradlinigen Streclce von 
e + oj (ra > 0) gleiclimäßig konvergiert, ist 



Hierin ist für w = 1 



^i-J'-"""' 

J —ilogn 






^ w'logü 

jhlets 
lies 6 



eine für ö>ft konvergente Dirichletsehe Reihe; also ist nach dem 
vorigen Hilfssatz für unser spezielles e bei wachsendem a> 
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und aus Sjmmetriegründen^' 

y ^ o(m), 

^j " ""log» 
folglieh 

litn— I f[_6 + U)dt = a^. 

Folgerung; Wenn für ein ö>a 

li_in/'(<f ± U) = L 
existiert, so ist 

In der Tat ist alsdann 



lim 



^.J'f{ö + ti)ät=L. 



§ 220. 

Beweis, daß das Produkt zweier in einer Halbebene 

kouverg^enter Dirichletscher Reihen vom Typus Xn = log n 

nicht stets in derselben Halbebeue kouverg^lert. 

Wir betrachten speziell die für 6 > konvergente Reihe 

(1-2— )SW-i~|. + i-|. + --- 

und dürfen schließen: Falls es wahr ist, daß man zwei konvergente 
Dirichletscbe Reihen vom Typus X, = log« im Konvergeiizbereich 
multiplizieren darf, so darf man dort beliebig viele multiplizieren, 
also z. B. jede in die 8te Potenz erheben; es wäre also speziell, wenn 

(a-2'-)g(s))«-f(s) 

1) > ? ist koniueiert zu > ? . und > .. " — 

^ n''-'°'logn -^ n" + '"logn ^ ™ log" 

konvergiert ebenfalls für g> c. Natürlich ließe sich unter den Voraussetzungen 
des ersten Hilfssatzes gleich direkt beweisen: 

f(C-ii) = 0((). 
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774 LXXIII. Anivendung dej- ZelafimMion auf das Midt^UkationspTohlem. 

gesetzt wird, diese Dirichletsche Reihe för ö > konvergent, also 
nach dem ersten Hilfseatz des § 219 

/■(l + '')-«(') 

- 0(f), 
(l-2'"")s({- + (i)-0(i«); 
wegen 

(1) g(i + (i)_o(i*). 

Nan ist 



Hierin ist 

ferner nach dem Hilfesatz des § 218 

außerdem 

und — per absurdum — nach (1) 



il-ti)-o{f^), 



y Google 



. Anwmäung auf das Produkt zweier Biriehletscker Reihen. IIb 



folglich 


auch 


s(l + «)-o(r*; 

lmS(|±<i)-0, 


und, 

gesetzt, 




(l-2'-)S(«)-<;(») 



Nach der Folgerung am Ende des vorigen Paragraphen müßte 
a]so der erste Koeffizient in g(s) den Wert haben, während er 
= 1 ist. 

Damit ist die Unznlässigkeit unserer Annahme bewiesen. 
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Vierundzwanzigster Teil. 
Ein Mittelwertsatz. 

Vierundsiebzigstes Kapitel. 
Der Satz im absoluten Konvergenzbereicii. 









§ 221. 










Beweis des Satzes. 






Satz 29; Es 


sei 


fi') -ßh"-'-- 




t«r 


0-(J und 




»(.') -ic.e-'-' 




für 


6 ^y absoJ 


.ut konvergent; dann exiaf 


;iert 






lim 


^ff[ß + ti)«{r - ti) 


il 


und ist 




-ii.c.e-'.V*A 





Das enthält nicht den zweiten Hilfesatz des § 219, wohl aber 
seinen Spezialfall mit einem a, für welches f(s) absolut konvergiert; 
denn man hat ja nur im Wortlaut des Satzes 29 
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§ 321. Beweis des Satses. 777 

zu nehmen, d. b. i„ = log«, 

c,= 1, 

c„=0 für w>2. 
Übrigens bezieht sieb der Satz 29 auch auf den Fall, daß o — ß 
oder a = y Grenzgerade absoluter KonTergenz ist, wean nur die be- 
treffende Reihe dort absolut konvergiert. 
Beweis: In der Doppeb-eihe 

f(P + ti)s(r-ti}-ß^^^K<:„e-'-''*"e-'-"-"' 

lionvergiert die Summe der absoluten Beträge, und zwar gleichmäßig 
für alle t, da ja 

ist. Daher darf 



sben und für oj > von t~ — (o bis / =- cj gliedweise inte- 
gi-jert werden: 

fnß + 'i)9{f ~ ti) dt- 2 ^2kv '-'•'** 

wegen der für w ^ m gültigen Formel 

2Bin(taa^ — A„)) 



~Jm^U)g{y~ti)dt^^y^e-'"'^^'^ 



\?,My-' .(1.-1.) 
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778 LXXIV. Der Sati im absoluten Konvergermhereieh. 

Die Doppelreihe auf der rechten Seite ist für alle to > gleichmäßig 
konvergent, da stets 

ist und 

konvergiert; ferner hat jedes Glied der Doppelreihe vregen des ra im 
Nenner für ra = oo den Limes 0; daher hat die Doppelreihe für 
ß) = CO den Limes 0, und ee ist, wie behauptet. 

Die linke Seite ist gewissermaßen der Mittelwert der Funktion 

f(.ß + ti:)g{y-t4) 



§222. 
Spezialfälle des Satzes. 
Satz 30: Es sei 

für ff = /5 und a^y absolut konvergent; dann ist 

iim^ Jf(ß + ti)f{y - ti)dt ^^ble-'-''^^'\ 

Beweie: Man setze im Satz 29 
«. - K, 

Satz 31: Es seien 

/■(») -,i;».«"'"' 

und 

S(s)-:Se.e-'- 
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g 222. ^enialßlk des Satzes. 



für G = ß absolut konvergent; dann ist 

lim-^ 1 tXß + ti)(j(ß — ti)dt=^h„c„e~^'-"^. 
Beweis: Man setze im Satz 29 
Satz 32: Es sei 

iür o = ß absolut konvergent. Dann ist 

Beweis: Man setze im Satz 31 
dann ergibt sich 

lim-^^ \ f{ß+ti}g{ß - U)dt =_2'M„ e" ' ^'"', 

also wegen 

f(ß + (i)<,(U ~ ti) _ J6.e^'-""'i'5.«-'-''-'" 







-ifOi + «)r 


lim- 


^/l 


f{ß + ti)i'dt-'2\h,\',-"'^. 


iispiele: 1. 


Wem 


: bei Siitz 30 



wird, ergibt sich für ^ > 1, y > 1 
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LXXIV. Her Satu im absol^atm Kowergemberei<^. 



wo $ alle quad ratfreien Zahlen dm-chläuft, also 

1 !_ 



speziell (;■ =■ 


W tni 


/3>1 




£(11 + 7) 

S(2|i + 2rt' 






^ 


k/^.W- 


ä:(2B 
£('»■ 


2. 


Wenn bei Satz 30 


«s) 


£(2.) 












=2"i^ 


gesetzt 


wird, 


ergibt 


sieh, für 


/»>1, 


)'>1 


lim- 


-I 




^- 














=1;.- 












-t{P + 7), 



speziell (7 = |3) für j5 > 1 
3. Wenn bei Satz 30 
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1 wird, ergibt eicli für ^ > 1, y > 1 

- Uß + V), 

speziell (;- ^ ß) far (3 > 1 

\im-l^j'\t{ß + t!)\'dt-t(2ß). 
4. Wenn bei Satz i50 allgemeiner 

_ ■y( -i)qog' »t 

jJLj .n' 

gesetzt wird, ergibt sich für ß> 1, ;■ > 1 und zwei gleiche oder 
Teraehiedene Werte v^, v^ des v 

[imJ^J\"-Hß + M)5"-'(r - ti)dt-^ ^~^''*^l,lj"" '" 
- S '•■*•■' C(S + r), 

speziell (r, - i., - f, 7 - |3) fflr /S > 1 

lim i y 1 5W((! + (i) |>(« - 5<"1(2(J), 

Fftnfundsiebzigstes Kapitel. 

Hinreichende Bedingnngen für die Gültiglieit des Mittelwertsatzes 
anßerlialb des absointen Konvergenzltereiclies. 

§ 223. 
Hilfssätze. 

Es fragt sich nun, unter welchen Voraussetzungen das durch 
den Satz '29 festgestellte Gesetz 

Mittelwert Ton f(ß + t-i)g(r - (») -^b.V'"'^*" 
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IÄ5V. Der 8ats außerhalb des absoluten Konvergenzbereiches. 



auf den bedingten Konvergenzbereicli einer Reihe oder beider Reihen 
ausgedehnt werden kann. 

Bei den Untersuchungen dieses Kapitels mache ich über die i„ 
folgende einsehränkende Voraussetzung: Es ist bei jedem d > 

(1) i.»'^-'"'^"'"')- 

Die i^ aollen also nicht zu dicht aneinander liegen. 

^I' l.-log«, 

d. h. für Diriehletsche Reihen im engeren Sinne, ist diese Ein- 
echränlrung (1) gewiß erfüllt, da alsdann 



'. + • '■• log(l+i) 
_0(«) 

-»(."') 
ist. 

Zur Orientierung möge zunächst eine Eigenschaft solcher Fol- 
gen A„ entwiekelfc werden. 

Hilfasatz 1: Es ist für festes f>0 und ganzzahlig wach- 
sendes m >-m-l 

lind '" „ 

Beweis: Die Konvergenz des bis m = oo erstreckten Integrals 
ist evident. 

1, Die Zahl m sei gleich so groß gewählt, daß 

ist. Dann ergibt sich 

Te""' "'Ce-'" "r e-"' 
I -. du= I -. äu + I -. du 

'■m - 1 - ' '?n - l 
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< ( e-«^(i!( + e^e ""'-^ log— ^ 



-1 + 1 



= ig-'-'' + .«e-^™-nog( 1 -^ i;;;^— ) ■ 
Nun ist nach (1) 

also 

Daher ergibt sioli 

J £^du~o{\) + o(«-'-'-)o(.'— •) 

-0(1). 
2. Es ist 

<e '«+1 log ^^— ^^^ \- l fr'^'du 

- .^'■"•■log(^l + i-^l'^ + 0(1) 

- 0((,-"" + i'/"')+0(l) 

- 0(1). 

Wir gebrauchen außerdem bald den 
Hilfasatz 2: Es ist für w > 0, 2^0 



\ r I 4<ü 
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784 LXXV. Der Satz außerhalb des absoluten Konvergenzbereicltes. 



Beweis: 


Ju. 


•'•dt~t^ 


'^hS- 


•dt, 






I"' 


••'it-f,'- 


'"'+«"'"' 


-^" 


'dt. 




\Ju. 


'i!l|<oi^ 


\iH-^' 







§224. 
Vorbereitende Sätze über Dirichletsche Reihen. 

Es möge jetzt eine Anzahl von Sätzen über Dirichletsche 
R-eihen vorausgeschickt werden, bei denen die 1,| durchweg die obige 
Bedingung (1) des § 223 erfüllen sollen.^' 

Satz 88: Es sei 

für e > K konvergent und für 6 > k + r absolut konvergent, 
wo T>0 ist. Es sei eine feste Zahl ö > gegeben. Dann 
ist für 

gleichmäßig 

/«-/■(» + (;) 
-o(iir"'"^'), 

WO sieh die Abschätzung auf positiv oder negativ unend- 
lich werdendes t bezieht. 

Anders geschrieben: Für a -{- d ^6 ^a -\- r -\- 8, |^|^1 liegt 
der Quotient \ fi\] 

l*i' ^~ 

1) übrigens wird bei den Sätzen SS und 34 von dieser Bedingung noch 
kein Gebrauch gemacht. Falls 

,, log» , 

lim. sup - j - =^ l 

endlich ist, kann i im. Satz 33 jedenfalls jede Zahl ^i bedeuten. 



y Google 
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unterhalb einer absolut konstanten, d. h. vou ö und t nnabhängigen 
Schranke. 

Beweis: Der Satz bedarf natürlicb nur dann eines Beweises, wenn 
die Reihe nicht schon für > ß absolut konvergiert. Es sei 

als ganze, mit stetig wachsendem |(|^e'-'' unendlich werdende Zahl 
durch 



(1) 


K£'°f'<>w 


Wenn 






J(,,e'''('*f)_S(. 


gesetzt wird, 


WO also nach Voraussetzung 




S(n) = 0(1) 


ist, so ergibt 


sich für fl ^ ß + 5 



=Ä.---"+is(»)(."-("-J"'L.-'"'('-"-^*")) 

lrt«)lsi>,l«"''"'+|'>-«-f+«| J;jS(«):? e'"''""^'<<» 

+ |S(!,)|<,"''"'""'^^1 
Für 

« + ■! £ « ;S « + T + ä 
ist also gleichmäßig 
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f(s)- o2\Kl''''°+o{\t\J'i"^°"~'' du) + o{i''"'''"''') 

- J'|i,|e^'-"'" + '+"e'>'"' + '"'"+ U\' ^ 



+ o{i''*'^'-'^) 



-HO (.-'-<•--)) 
_ 0(/.'""'->ii!,J.-'-'"+"«) + o(|(ie-''"(-"-^)) 



_o(.''-"'-") + o(!,|. -'—"'-"), 

folglich nacli (1) 

-0(|i| ^"")+0(!(|'" ' ) 



was zu be^ 

Satz 34: Die Reihe 



/■(s)= 2t\e- 
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sei für 6 > k konvergent, und /5 sei > a und fest. Dann gibt 
es zwei positive Größen ö und A derart, daß für alte ganz- 
zahligen K ^ 1 

ist. 

Beweis: Es sei 

i». 

irgend eine konvergente Reihe; wenn für v — \, 2, ■ ■ ■ 

gesetzt wird, ist also 

lim F, = 

und für alle 1-= 1,2, ■■ ■ 

ini<-B, 
wo B von V unabhängig ist. Es sei 

*i > fs > ■ ■ ■ > ^ > ^ + 1 > ■ ■ ■ > 0; 

dann ist 



Wird dies auf 



indet, so ergibt sich die Richtigkeit des behaupteten Satzes; 
denn, 



y Google 



788 LXSV. Der Satz außerhalb des absoluten Konvergenzbereiches. 



Satz 35: Die Reihe 

sei für e > a konvergent; ß sei > a und fest. Dann ist für 
ganzzahiiges jw ^ 1 

lim 



im ^ I «•'•"■fiß + ti) dt = h^^c 



und zwar Iconvergiert der Ausdi-ncli: hinter dem Limeszeicheii 
gleichmäßig für alle ganzzahligen tu ^ 1 gegen seinen Grenz- 
wert. 

Beweis: Es werde 

^ h^'-'^ ^ K{n) 

gesetzt, und es seien, zwei positive Größen Ä, ä nach Satz 34 so be- 
stimmt, daß beständig 
(2) \E(n)]<Ae-'-' 



tv, wo »■ ^ i) ^ 1 ist, ergibt sich 
J' ft^e"'"'^-""' = J' (^W - K{n + 1))^-'"'' 

^K{n)Hi e'"^' du + Kivje"'-'" ~ K(w -|- l)e''''"". 

Daraus ergibt sich durch Multiplikation mit e "" ' nnd Integration nach 
t von ~ CD bis ro, wo a > ist, 



(3) 



fe'"^Ke-'-"*"'<H-~2S:(n)JäuJtie"---"'dt 
+ K(v)J' e"'-'-'" dt ~ K(w + l}fe"--'-^"dl. 



Es werde nunmelir vorausgesetzt, daß m nicht dem Intervall v 
(inkl.) bis w (inkl.) angehört, d. h., daß entweder m <^v oder m > w 
ist. Dann ist sieher hei jedem Integral in der Summe rechts 
1,. - ti + 0; 
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der absolute Betrag des allgemeinen Gliedes jener Summe (die im 
Falle w = V Nuil bedeutet, d. h. nur für ip > « auftritt) ist daher 
nach dem Hüfssatz 2 dea vorigen Paragraphen 

jedes der beiden letzten Integrale in (3) ist absolut genommen 

-2a), 
Daher ergibt sieh 

also nach (2) 

(4) - ä-l«''"'/ p-Ll" + ä-l""'-'- 



Hierin ist wegen der Annahme, daß nicht 
ist, 

Landau, Verteilung der Priiamblen. II, 
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790 LXXV. Ber Sats außerhalb des absoluten Konvergembereiches. 



wo im Falle m = 1 das erste Integral rechts bedeutet; nach dem 
Hilfssatz 1 des vorigen Paragraphen ist also 



(6) 






WO A^^ von m, v, w unabhängig ist. Aus (4) und (5) folgt daher 

(6) ^A^e "', 

wo Ä^ von m, m, v, w unabhängig ist, wofern eben nur nicht 

ü ^ m < ?c 
ist. 

Diese Relation (6) gilt auch für w = oo, wofern eben nur nicht 
w < Mi 
ist, d. h. wofern 

m < V 
ist; denn wegen der gleichmäßigen Konvergenz von 

für — c) ^t^co ist 

^Je'-"2Ke-'-'''^"Ut = lim ^Ji-''^\e-'^'^^'*^dt, 
also 

Es seien r und m positive ganze Zahlen; dann ist 
(8) /-((J + tt) - !,,«-'-''+"> J^K'"''''*'^ +Ä«!"'"''*'", 
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791 



wo das Glied n = m in der ersten oder zweiten Summe ^ 
ist, je naelidem m <ir oder m'^r ist. Die Strecke von r bis oo mit 
eventueller Ausnahme von m ist entweder, für »z < r, gleich dem 
vollen Intervall von r bis oo, oder, für m = r, gleich dem vollen 
Intervall von *• + 1 bis oo, oder, für m > r, gleich der endliehen 
Strecke von r bis m — 1 plus dem vollen, hinter r beginnenden 
Intervall von m 4- 1 bis oo; daher folgt in jedem Falle aus (6) und (7) 



ij.*-" J'i,e-'''^**'iJ ^ ä-l,' 



Andererseits ist 



2"J ..1 



/„ '^Ke-'-''fe"--'''"dt 









(10) 

Es bezeichne % die kleinste der Difl 

dann ist in jedem Glied der rechten Seite von (10) 

also 

Aus (8), (9) und (11) folgt 
i J"e'""/-(ß + ti) dt - !..«-'-'' - iife~"(f(ß + ti) - 6.e-'- ''+'')« 

(12) £~^ 2\K\i>'''''+^A' '''■ 
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792 LXSV. Der Sati außerhalb des absoluten Konvergennbereiches. 

Nun sei e eine gegebene positive Größe, r = r{e) werde so ge- 
wählt, daß s 

ist; alsdann werde Wq = 0)^{e) so gewählt, daß 

ist. Dann liefert (12) für aUe m ^ aa(B) 

\^J e'-"-" f(ß + U)dt-h^e-'-«'''\ <^ + ^ 



Da dies gefundene ta^, von m unabhängig ist, ist der Satz 35 
Es ist 



lim^ j e"'"f{p + ti)dt^i^e''-'"' 



und zwar gleichmäßig für alle m. 
Satz 36: Die Keihe 

sei für s>a konvergent, und ß sei > k. Die Reihe 

sei für 6 = y absolut lionvergent. Dann ist 

li» ji,//-» + tijsir ~ *'~> <u -^Kv''-"*" ■ 

Beweis: Daß die Reihe 

3w-'-"*" 

konvergiert, ergibt sich ohne weiteres aus 

h^e-'"'^^ 0(1) 

und der vorausgesetzten Konvergenz von 



(13) 2',c.l, 
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§ 225. Beweis des Sauptsatzes. 793 

Es ist mm 

fiß + ti}g(r - li) -2y'-''e-"f(ß + «), 

also wegen der gleicliinäßigen KonTergeiiz dieser Reihe für — to ^ ( ^ oj 



(14) 



-2'^«,e-'--' {^ Je-" riß + '0 df^ ~ K^^'"'^) ■ 

Nach dem Satz 35 ist gleichmäßig für alle m 

lim {l^Je'"''-f(ß + ti) dt - h^e-'"'^) = 0. 

Wegen der KonYergenz von (13) hat also die rechte Seite von (14) 
für (0 = oo den Limes 0, und der Satz 36 ist bewiesen. 

§220. 
Beweis des Hauptsatzes. 

Um bei den Beweisen Wiederholungen zu Termelden, beweise 
ich nur zuerst den aUerkompliziertesten Satz und leite dann daraus 
die übersichtlicheren Spezialfälle her. 

Satz 37: Die Reihe 

f(s) -2y'-- 

sei für s > «^ kouTergent, für s>% + t^, wo Tj > ist, ab- 
solut konvergent. Die Reibe 

K«) -2y~'-' 

sei für s > ßg konvergent, für s > «^ + t^, wo Tj > ist, ab- 
solut konvergent. 
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794 LSXV. Der Säte außerhalb des absoluten Konvergensbereiehes. 






Beweia: Es darf 
und 

angenommen werden, da sonst die Behauptung durch Satz 36 schon 
bewiesen ist. 

Wegen der Symmetrie der Voraussetzungen und der Behauptung 
in f(s) und g(s) darf ferner ohne Beschränkung der Allgemeinheit 

angenommen werden. 

Es werde nun ein positives e so klein gewählt, daß 

'y>a3 + £ 
und 

(1) £z^ + i_-^>i+.(± + ±) 

ist. Hieraus folgt 

(/'-«.) + (7-«,)-«,-((i-«,) + (7— <,)J— . + (r-«.)(l"f) 

= {'-^- + -i^ -!)'. + fr -«.)(l~y 

>8(l + |l) + s(l- J) 

-2«. 
Wenn 

«, + I, + s - ß', 

/^ — «1 + r - n — ^ - y' 
i wird, erfüllen diese Zahlen die Bedingungen 

ß' + r'-ß + r, 

>ß, 
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§ 325. Beweis des HauptsaUes. 795 

iiiid es ist f(s) für s ^ ß' absolut konvergent, ^(s) wegen 

r'-(ß-<h) + (.r-- «.) - r, + «, - « 
> 2s + «, - . 

(2) -«, + > 

>«, 

für s = y' und darüber hinaus konvergent. Nach Satz 36 ist also 
lim i ff(,ß'+ ti}g(y' -U)dt -2KV~''"'*'" 

Der Satz 37 ist also bewiesen, wenn es gelingt, die Relation 

(3) Umi( Jfip + ti)g(r ~ti)dt~Jnß' + ti)s{r' -ti)di) -0 

zu begründen. 

Es ist, wenn die komplexe Variable s = ö + (i eingeführt wird, 
. fy. 

/ /W + ")»()• -ti]dt-^i f(s)g(ß + r- '}ds, 

wo das Integral geradlinig zu erstrecken ist. Der Integrand stellt 
eine für 

(4) «1 < (? < (5 + r - «3 
reguläre analytische Funktion dar, da für diese s 

und 

% < ^ + y - <? 
ist. Die Gerade 

gehört dem Streifen (4) an, da 

und 

r-C + r-)-' 

< /i + 7 - «, 
ist. Nach dem Cauchyschen Satz ist also, wenn über das Rechteck 
mit den Ecken j3 ± mi, ß' + ai integriert wird, 
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796 LXSV. Der Saie außerhalb des absoluten Konvergensbereiehes. 
ff(.s)9(ß + y-s)ds =ff(s)9(ß + Y - s)ds -+ff(s)g{ß + y-s)ds 

+Jf(s)g(ß + Y-s)ds. 

Die beiden horizontalen Rechteckseiten haben die Länge ß' — ß. In 
den beiden letzten Integralen ist also die Länge des Integrations- 
weges von m unabhängig. Ich werde zeigen, daß der Integrand in 
allen Punkten des Integrationaweges gleichmäßig = 0((a'') ist, wo 
& < 1 ist; damit ist die Relation (3), also der Satz 37 dann be- 
wiesen, da 

Jmgiß + y~ s)ds =J f(ß' + ti)g(Y' - ti)dt 

ß--u,i 

ist. 

Der versprochene Nachweis der für ß ^ß ■^ ß' gleichmäßig 
geltenden Relationen 

(5) f(0 + mi)g(ß + y-6-a>{)^ 0(«^) (* < 1) 
und 

(6) /-(»-».X/i + r- « + «>'■)- 0{»») (»<i) 

wird folgendermaßen erbracht. 

Es ist nach Satz 33 gleichmäßig für «^ + f ^ 6 ^ «j + t, + s, 
also a fortiori für ß ^ff ^ ß' 

ebenso ist für a^ + e^ß-^-y — 0^cc^ -\- t^ -^ e, also a fortiori für 
y'£ß^l'-s^Y> d. h. für ß-^e-^ß' nach Satz 33 gleichmäßig 

giß -{- y - ö + ai) ^ 0\a "' ^') . 

Im Intervall ß ^0 ^ ß' ist also gleichmäßig 

f(6±m)g{ß + y-0^^mi)^Oym *' '' ^^' ''' ) . 

Nun erreicht die lineare Funktion von ö im Exponenten rechts ihr 
Jtlaximum des Intervalls ß ^S ^ ß' in mindestens einem der beiden 
Punkte ß und ß'; sie hat für 6 = ß den Wert 
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g 226. Spesialfälk des Sauj^tsatges. 



der nach (1) kleiner als 1 ist; sie hat für ^ ß' den Wert 



der nach (2) 



'+'-.- + -: 



Daher ist ein solches ö' < 1 vorhanden, daß die Relationen (5) 
und (6) gleichmäßig für ß^6 ^ß' gelten, womit nach dem Obigen 
der Hauptsatz 37 bewiesen ist. 



§226. 
Spezialfälle des Hauptsatzes. 

Satz 38: Die Reihen 

und 

g(s) ^^c^e"'"' 

seien für s>k konvergent, für s>-k + t,"wo t>0 ist, abso- 
lut konvergent. Dann ist für 

lim ™ ff(ß + ti)g{Y ~ ti)dt = "^b^c^e- ^^^ ^ ''\ 
Beweis: Man setze in Sata 37 

Satz 39: Es sei 

■I ■ log w , 

iim 8up - - = i 



y Google 



798 LSJtV. Her SaU außerhalb des absoluten Konyergmzhereidms. 
positiv und endlich. Die Reihe 

sei für s > «1 konvergent, die Reibe 

für s>a^. Dann ist für 

|!>«„ 

(,j-«,) + (r-«,)>i 

^m-l^ff{ß + U)g{r - H)dt -^i-.c.e-'""*" ■ 

Beweis: Man setze in Satz 37 

Ti = Ta = ?. 
Satz 40: Es sei 

lim sup — T — = * 

positiv und endlich. Die Reihen 

rts) -ßy'"' 
und 

seien für s> ß konvergent. Dann ist für 

lim i /"/((! + ti)g(ß-ti)dt -^KV "-". 

Beweis; Man setze in Satz 39 

«1 - «, - «, 

Satz 41: Die Iteilie 

m -Sko~'"' 
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sei für s > e: konvergent, für s > « + t, wo t > ist, absolut 
konvergent. Dann ist für 

ßx' + i 

Beweis: Man setze in Satz 38 

y-ß- 

Satz 42: Es sei 
positiv und endlich. Die Reihe 

sei für s>« konvergent. Dann ist für 
">« + ! 



i/i/'(/i + «)i"'«-2i'.i'«"""''- 



lim 

Beweis: Man setze in Satz 41 

1 = 1 
oder in Satz 40 



Sechsundsiebzigstes Kapitel. 

Mittelwerte bei l,{s) auf dem Kande und außerhalb des 
Konvergenzgebietes. 

§ 227. 

Die Dirichlet sehen Beihen ^r-r und ^ry ^"^ ff = 1. 

Ich werde jetzt hei £(s) feststellen, daß alle vier Formeln am 
Ende des § 222 für gewisse ^, y gültig sind, die nicht beide > 1 sind; 
bei den beiden ersten Formeln werde ich es für ^ ^ 1, y ^ 1 beweisen. 
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800 IiXX VI. Mittelwerte het^iß) auf dem Rande und außerkalb des Konvergemgehietes. 

bei den beiden letzten für solche ß, y, welche die Bedingungen 
(5>— a» V> — \,ß + ?>hß^h r+1 erfüllen. Bei den beiden 
ersten Beispielen handelt es sieh noch um den Mittelwert einer 
DiriehletBchen Reihe; aher die im vorangehenden bewiesenen Sätze 
sind nicht anwendbar, da mau von der Gferaden 6 = 1 zwar weiß, 
daß die betreffende Reibe auf ihr konvergiert, aber nicht, ob jene 
Gerade die wahre Konvergeuzgerade ist oder nicht. Bei den beiden 
letzten Beispielen wird es sich sogar teilweise um vertikale Geraden 
Q = ß und 6 ^ y handeln, auf denen die betreffende Funktion gewiß 
nicht durch eine Dirichletsche Reihe dargesteUfc werden kann. 
Es ist also zunächst die Gültigkeit der Formel 

für ^ ^ 1, y ^ 1 zu beweisen. 

Für (3 > 1, j" > 1 hatten wir das schon. 

FaUs nur eine der beiden Zahlen =1, die andere noch > I ist, 
ist es leicht daraus herzuleiten. Denn es sei alsdann (ohne Be- 
schränkung der Allgemeinheit) ß = \, y > 1- Die Anwendung des 
Cauchy sehen Satzes auf das Rechteck mit den Ecken l+mi, "Z ioji 
ergibt 

+-^^J E(»>E(r+7=^)'''' 

Die beiden letzten Integrale haben die feste Weglänge — - - - ; auf 
beiden Wegen ist wegen ö^l, 1 + y — ej^ ""o~^ nacb § 47 gleich- 
mäßig 

{5j- 0(log'»), 

■ 0(1). 



H«) Sil + 



V=^-W> 
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jene beiden Integrale sind also o{(y)), und es ergibt sich 



nun aber nach dem Früheren wegen der absoluten Reihenkonvergt 



ist, SO ist die Behauptung (1) 1 

Es bleibt also als einzige Schwierigkeit der Fall /3 = 1, y = 1 
übrig, d. h. der Beweis für den 

Satz: Es ist 



lim ' r ' d* - ^ 



Beweis: Es ist nach § 157 

und nach § 158 für alle t 

i V g(«) 

Cll + Ii) ^„it"' 

also, wenn die Abschätzung gleichmäßig für — m <it<^ci gilt und 
sich auf wachsendes w bezieht, 

f(i + t.) ,ii;,i+ii^ ^ ,1+» 

.-K, • IL«' J+i; 
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'S^'t.M)^"^ 



(2) =2';.s+o ("'*)■ 

Ferner ist nach § 47 reielilicli für ~ ra ^ i < ra gleichmäßig 

P) £(. + ,— "("')• 

I^ach der Identität 

^B - (X - ^')(B - B') + AB' + Ä'B- A'B' 
ist nun 

_1 1 1^ 

5(l + l«l" ~ £(1 + 1.15(1-1.) 

2" ' fl.') ■y !.(«) 
_^„> + 'l^j„l-»^E(l + <.)«(l-li) ^^J-"l 

,/ 1 ■Vj5(»i\ 1 / 1 -y(.(«)\/_i _ V-öül"! 

^Vs(i + H) ^,i+'vf(i-"i Vhi + i.-) jij„i+«AE(i-n) _^^„i-«r 

Hieraus folgt in Verbindung mit (2) und (3) für — m 'Ct^ ca gleich- 
mäßig 

R(nb|.=|5s|fS+o(»V') + o(„-V)H-oU-V^) 
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. Die Diriehktschen SeSten jr^ wad ^^ /%■ 






/W^r^'-"^? = °||iN,V|-^"(' 



In der Doppelsiimme rechts treten weg 

'log^|=-|log^| 
[ und n symmetriscli auf; sie ist also 



m=S « = 1 log- m-ä \>t=l log- ^^m^j log-/ 



Nun ist für wachsendes m 



_2'i-0(log») 
und 
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804 LXXVL Mittelioerte bei £(s) auf dem Bande tind außerJiaJb des Konvergenzgebietes. 



^2 r fV-n 



= (m log m) ; 
äaher ist jene Doppelsumme 



= ^ — (logffi -j m log ml 

_o(o). 



i'f.i/itsr*=«^) 



Beweis: Das folgt wörtlich ebenso, wenn ii{n) durch l(n) ersetzt 
und die Eiclatioii des § 167 



2''«-o([^) 
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Natürlicli ist damit analog zu dem Obigen aucli für alle ^ ^ 1, 
y ^1 die Gültigkeit der Relation 

1 h(i^+ju) a^r-nt) , _ . . 
Aus jedem der beiden bewiesenen Sätze folgt, daß nicht 



sein kann, d. h., daß g(s) auf der Geraden 6 = 1 nicht „unendlieli 
werden" kann; dies eohließt natürlich nicht aus, daß 

lim sup I £(1 + i«) I = oo 

ist, sondern nur, daß 

lim j g(l +ti)\-<x 

ist. Übrigens laßt sieh dies auch direkter so einsehen: Es ist bei 
geraden Wegen für ra > 



„ . v/- t'"' '''"i "l 

-2«»-2U'*-i„g, ,"-"'iog,.j 

_2«i+0(l) 
-2»i + c.(o)i 
nach § 47 ist für 1 ^ ö ^ 2 gleichmäßig 

fij=0(l.g.(), 

-»(0, 



also 



/4* = «w 
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806 LXX VI. Mittehverte bei £(«) auf dem Bande und außerhalb des Kormergenegebietes. 
und ^_^. 

folglich ist 

wäre aber 

SO würde im Gfegensatz hierzu 

Im"-''-'' 



§ 228. 
Die Mittelwerte von g(s) und gw(s). 
Hilfssatz 1: Es ist für festes f >0 und ganzzahlig wacli- 
ndes m 



2 ,,.r^-«(" 

« = i n'^'log— 

et erstens 

- 0(1), 
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§ 328. Die Mittehverte wm S(s) ^tnä s'-'Hs). 



-"'+1 " '''S — ("S") -2+1 '"8 — 



».-E- 
^ ^ ^ 



-0(1) 

- 0(1), 

n = m + lM "^ log— )i = .j< + l log — 






._i_-y L 



folglich, da für < m ^ 1 

log {l+u)>-. 



~ Ol j^^ m log jw J 
- 0(1), 
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="© 










- 0(1). 


HiLfssatz 2: 


Es ist 


tOr o 


ai, 


<,>0, ,S>0 




i> 


+ (.> 


■" fl 


1 ,(2||ii + 4)« 

!<"■ I«l 


Beweis: Es 


ist einerseits 










\P' 


■.•m\ 


1 «■-'-< 




1 " 










SW 










ä*-, 


andererseits nact 


1 dem HilfssalB 2 des 9 223 






/- 


••'n'\ 


<¥'.■ 



Um Wiederholungen zu vermeitlen, beweise ich jetzt gleich die 
Mittelwertformel für gl''>(s) und ^^''{s), welche die für t,{s) als Spe- 
zialfall Vj = Tg = enthält. Die wesentliche Grundlage bildet der 

Satz: Es sei das ganze v ^ fest, das positive (3 < 1 und 
fest. Dann ist gleichmäßig für alle ganzzaliligen «» ^ 1 

l{mj^j\n'*t;y)(ß + U)dt = ^- ^'^^-■ 

: Nach § 46 ist für s = /3 + ti, cj > 1 
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§ 238. Die Mittelwerte von £(s) und £'''(s). 



und allgemeiner 

Ks ist offenbar bei wachsendem oj für — ca-^t^.m gleichmäßig 

j^j_i. 1. A _ (-1) '»] 1 1 (-i )-log»[„] 

also auch obendrein gleichmäßig in Bezug auf m 

,,- rö'' / 1 1 \ „/ 1 log* Ml 

folglich gleichmäßig in Bezug auf m für wachsendes c 

- 0(i»'-f log'+'m) 

-»(■»). 

Femer ist hei wachsendem ra gleichmäßig für — ra < ^ < ot 
(sogar für alle t) 

[Si «^ 
- 0(io-?log'->(»), 
folglieb gleichinäßig in Bezug auf m für wachsendes ö 

-<>(„). 
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810 LX5VI. Mittelwerte heii{s) auf dem. Eandeund außerhalb des Konvergenzgehietes. 



Der Satz wird also bewiesen sein, wenn gleiclimäßig in Bezug 
auf m 



(1) 



/»"(i^^'-s'-t^+^x-'^-i/'^^^-"")" 



w 



pL-2. = „(„) 



gezeigt ist. 

Die linke Seite dieser Behauptung (1) läßt sich wegen der gleich- 
mäßigen Konvergenz der Reihe auf dem (endlichen) Integration swege 
auch so sclireiheu: 



(2) 



^i^<-'fQ)-% 



j) fdr m ^ e» die Zahl 0, für m>ta die Z( 
1 ist der absolute Betrag der ersten Summ 



wo E (m, ra) fdr m ^ e» die Zahl 0, für m'> to die Zahl 1 bezeichnet. 
Hierin ist der absolute Betrag der ersten Summe 



also für jedes konstante £ > gleichmäßig in Bezug auf m 



..-.*.iog.„2„-.„^^H 



folglich nach dem Hilfssatz 1 gleichmäßig in Be 
_ 0(iD'-?+-log'o) 
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d. h,, da B hierin irgend eine positive Konstante war, 

Die besonders zu behandelnden etwaigen '' Glieder n = in— 1 
und n = m der zweiten Summe in (2) sind jedes absolut genommen 

= 0{üj^~i*log^(ij) 
_ o(»). 

Für die übrig bleibende Summe ergibt sich, wenn ra ^ 1 ist, 
unter Anwendung des Hilfssatzes 2 

dies ist naoh Annahme irgend einer positiven Konstanten £, die 
1 < ^ sei, gleichmäßig in Bezug auf in 



1) D. li, für m^[(o] + l treten beide auf, für »( = [»] das < 
i»<;[(i)] keins. 



(3) 
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812 IiSSVI. Mittelii:6i'te bei S{s) auf dem Rande tmd außerhalb des Konvergen:!gebieies. 



wo im Falle m ^ 1 das erste Integral dureli zu ersetzen ist. Der 
Hilfssatz 1 des § 223 lautet für dea vorliegenden Spezialtypus 

wo sieh die Äkscilätzung auf wachsendes ganzzahliges m hezieht, also 
f "Li -- i^+ f .-^^ ^_ 0(11 

Die rechte Seite von (3) ist daher gleichmäßig in Bezug auf m 
- 0(,«'->*-) 

- »(»). 

Der ahsolote Betrag des letzten Gliedes in (2) ist mit Rücksicht 
auf die Erklärung Ton E (m, ra) jedenfalls gleichmäßig in Bezug auf m 

- Oia^'f log- 1>) 

- »(o). 

Der Ausdruck (2) ist also gleichmäßig o{&), und der Satz ist 



Ana diesem Satz ergibt sich (wörtlich so, wie in § 224 der Satz 36 
aus dem Satz 35 geschlossen wurde) die 

Folgerung: Wenn 0<ß<l ist und die Reihe 

für g = y absolut konvergiert, so ist 
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Die Mittelwerte von £(s) und ^^*(s). 



Insbesondere ist also für ganzzahlige i'i ^ 0, *'ä ^ «nd < ^ < 1, 

lim i Jp.i(/i + u)f:\r ~ u)dt _ 2" t>):i^;iait2!' 

Der folgenden VeraUgemeinerung dieser Fonnel muß eine Ab- 
schätzung der Zetafunktion y orange schickt werden, die an sieb von 
hohem Interesse ist und übrigens später'' noch verschärft werden 
wird. Einstweilen genügt reichlich der 

Satz: Es bezeichne r{0) folgende stetige, mit wachsen- 
dem 6 niemals zunehmende Funktion: 



,-1-^6 fnr 


a<0, 


'(«> -1-. to. 


i<»<l, 


1-0 für 


1 <ff. 



Es sei s > und fest, ij < und fest, v ganzzahlig, ^ und 
fest. Dann ist für e^tj gleichmäßig 

?-)(s) - 0(fl")f). 

Der Satz sagt also aus, daß für ff ^ i?, if ^ 1 der Quotient 

unterhalb einer festen Schranke gelegen ist. Natürlich folgt aus 
seiner Richtigkeit im Falle t; < dasselbe a fortiori im Falle i; ^ 0. 
Beweia: Für e ^ 1 ist nach § 46 gleichmäßig 
g(s)-0(l(,g<) 
- 0(f) 
(4) - 0(i'("H-)- 

Für 1 g » <: 1, ( ^ 1 ist umh § 46 

EM _ yi + -"^ ! s y f V-n^Ji!-, 

i) Vgl- § 240. 



y Google 



814 LXXVI. Mittelwerte bei S(s) aufdemSartde und außerhalb des Konvergemgebietes. 

uw i<f i + ^^.. +(1 + ')_ 1 / ;:. 

also ist für ^ <,ß ^1 gleichmäßig 

S(s) - 0(('-''logi) + 0(i-') + 0(i'-) 
_ O(i'-log() 
- 0(('-*') 

(5) _ 0{f<'i*-). 

Andererseits war in g 218 festgestellt, daß für j ^ fl <| 1 — 7; 
gleichmäßig 

(6) r{a + ii)-o(i''i°'') 

ist Man konstatiert ferner für -^ <• ^ ^ 1 — 'i gleichmäßig 

cos(y(5 + (i))-iV« ''*'" + e'' '") 

m - o(/'). 

Wegen der Fuaktionalgleichung 

j(i _ , _ ti) - ^^^,n« + fi) «0" (f (» + tf,)t{o + ti) 

ist nach (6) und (7) für j < e ^ 1 .— ij gleichmäßig 

ig(i-<> + i!)|- s(i-.-iOI 

_ I «» + ti) I 0(1) oG'^'i""') o(e' ') 

d, h,, 1 — ö statt ö geschrieben, für ^ ^ ö ^ | j 
(8) I S(o + ii) I - : 5(1 - 5 + «'■) I o('" ""). 
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§ 228, Die Mittelwerte von £(s) und ^'\s). 



(8) liefert für < ff ^ -| nach (5) gleiclimäßig 

= oir-*'--') 

(9) - 0(i-M + -) 
und für ■>; ^ ö ^ gleichmäßig 

«s)-o(i"" "'*"*"') 

(10) - 0(i-w+.). 

Mit (4), (5), (9) und (10) ist <äie Behauptung 
5W(») _ 0(fW+-) 

(gleichmäßig für ß^tj) zunächst im FaUe v — bewiesen. Daraus 
folgt aie aber leicht allgemein. Deniij wenn ein v ^ 1 gegeben ist, 
ist für e ^ )j — f nach dem schon Bewiesenen gleichmäßig 

S(8) - Oli'f"*-); 
für s^'yj, i'> £ haben alle Punkte des Kreises um es -\- ti mit dem 
Radius e ihre Abszisse ff ^ i;, und der Kreis enthält nicht den 
Pol 1; daher ist g' | £;*^^'{6 + (i) | höchstens gleich dem Maximum von 
I g(s) I auf diesem Kreise; dieses ist, da jeder Kreispunkt seine Ordi- 
nate < i + £ und seine Abszisse ^a ^ e hat, in der Halbebene ö ^ ij 
gleichmäßig 

wegen der offenbar überall erfüllten Ungleichung 

<«-,)S,(5) + . 
ist also gleichmäßig für ^ Jj 

ti'\a + ti)-0({t + ,)•"•*") 

- o((2r<"+"0 

_ 0(2"I«>+"CW+"') 

_0(i"Wt")- 

Für ff ^ Tj ist also gleichmäßig 

?■)(,) _ 0(CI-)+"), 
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816 LX5VI. MittehnerU bei £ (s) auf dem Rande mtd außerhalb des Konoergemgebietes. 

d. h. gleichmäßig 

S«(s)-0(fCl*-), 
wie behauptet. 

Nun folgt endlich der 
Satz: Wenn 

ß>-\, 

r>-i, 
ß + r>h 
ßii-, 

ist, so ist 

Eeweia: Da dies für /3 > 1, y > 1 nichts Neues ist, darf y < 1 
angenommen werden. Es werde y' so gewählt, daß 

ß + y-i<r'<ß + r 

und zugleich 
ist; es werde 

ß'-ß + Y-r' 

gesetzt; dann ist 

?<y', 

ß'<ß, 
0<,5'<1, 
also nach dem vorangehenden 

Un,_i ßM(/i' + ii)SM(r' - (0<i' - ?•■*'■>(/!■ + r') 
- ?".+'■)(/! + r). 

Der Satz ist also bewiesen, wenn es gelingt, den Nachweis Ton 

d. h. von 

(11) Jf:Hs)p:Hß + ,-s)ds-Je-Hs)ti:'{ß + r-<')d8-0(«) 
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§ 298. Die Mittelwerte von £(«) und ^'"\s). 817 

7.a führen. Die Anwendang des Cauchyschen Satzes auf daa Recht- 
eck mit den Eclcen ß+^ai, ß' + a)i ergibt für die linke Seite von 
(11) die Summe der beiden über die horizontalen Strecken erstreckten 
Integrale plus einer Konstanten, nämlich der Summe der etwaigen 
Kesiduen in den Polen 1 oder^' ß + y ~ l. Da jene horizontalen 
Wege die von ro unahMngige Länge ß — ß' haben, ao ist alles be- 
wiesen, wenn auf ihnen gleichmäßig 
(12)^ iM(a)f-Hß + r-s)-o(„) 

gezeigt werden kann. 

Nun ist nach dem über die Zetafunktion Bewiesenen für s^ + (oi 
bei gegebenem f > gleichmäßig im Intervall ß' ^ß ^ ß 

SW(»)P'->(/i + r-s)- 0(»'cn-i'"-")f). 

Es ist erstens für <; e < ^ (weil j < ß + y ~ s ist) 
t(ii) + t(/3 + r - «) ^ i + M»i. (l-ß-r + 1,0) 
$; f + Mai. (} - (J - )-, 0) 

(13) - Max. (2-ß-r, i), 
zweitens für ^^ ^ ^^, soweit dabei f^ /S + y — 6 < ^ ist% 

.(.)+7(,3 + r-«)il-» + i 

=- y — fl 

£i-(ß + r-i) 

(14) -2-ß-r, 

soweit aber dabei ^ ^ß -\- y ~ e ist, 

»(s) + »((! + )•- cl)<l-il + Mai. (1 - ;3 - ). + 6, 0) 
_ Mai. (2 - |3 - 7, 1 - ») 

(15) äMai.(2-|5-,,-l), 

drittens, was nur im Falle (3 > 1 in Beti^icht iiommt, für 1 < ö < |5 
(weil jedenfalls ß + y — ^ y ist) 

t(a) + t(ß + y-e)-r(f + y~e) 

(16) < z(r). 

1) Der Pol ß -\- y — 1 gehört gewiß wegen 

dem Gebiete an, der Pol I nur im Falle 

Beide Pole können aucli aus amm einfallen. 

2) Was nur fär ß + 7 g | vorkommt. 
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818 LXSVl, MittebDerte &e» £(s) auf dem Bande und außerhalb des Konvergenzgebietes. 



Nun ist jede der konstanten rechten Seiten von (13), (14), (15) 
und (16) kleiner als 1; dies ist bei (13), (14) und (15) eine Foige 
der Annahme 

bei (16) eine Folge der Annahme 

7>-\- 
Daher ist ein positives e so wählbar, daß gleichmäßig für ß' ^U^ß 

T{6) + t(ß + r-6) + B 

unterhalb einer Zahl < 1 liegt. Damit ist (12), also der Satz be- 
wiesen. 

Für /5 = 1 oder 7=1 kann er gewiß nicht zutreffen, da das 
Integral 

alsdann sinnlos ist. Immerhin läßt sich der Satz auch in einer Form 
aussprechen, bei der das Verbot ß = 1 und y = 1 aufgehoben ist und 
sonst die Voraussetzungen unverändert bleiben, nämlich, wenn 

s(«)-,4t-^(») 

gesetzt wird, in der Form 

(17) hrn^ ^ l'z(^'^Kß + ii) Z^'-'\y - '0 ät = t<.^^+^^\ß + y). 

In der Tat unterscheidet eich 2''*l(s) von £i''>(s) um das Zusatzglied 



welches für festes 6 > und wachsendes | i | jedenfalls 



■«(1^) 



ist, so daß für wachsendes 1 1 \ wegen ß> — ^, 7 > — | hei passend 
wählbarem positivem & <_ l 
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§ 228. Die Mittdicerte von £(«) und ^^\s). 



ZM{ß + ti) 7J:\r - U) - (tt-Kß + ti) + 0(i)) (?■■'& - ti) + 0(i)) 

-Si-.)(/i+«)5<-'(r-«) + 0(l(l')0(|!|)+o(i) 
-5l'.i((ä + (i)gl'.l(7-«) + 0(lil»"') 
ist und dies Zusatzglied mit Rücksiciit auf 

/0(|il»-')<H_0(«') 

niclit stört. Es ergibt sich eben (17) aus der alten Formel mit g(s) 
zuerst für ß> l, y > 1 und 0</3<l, y> l (und natörlicli aueb 
für alle anderen damaligeu Wertepaare); hieraus ergibt sieb weiter 
(17) dureb die nunmehr erlaubte Anwendung des Cauchyaehen Satzes 
im Sinne des letzten Beweises unter den Voraussetzungen des TOrigeu 
Satzes ohne das Verbot ^^i, }"^1. 
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Fünfundzwanzigster Teil. 

Darstellung der endlichen Koeffizientensumme einer 
Dirictletschen Reihe. 

Siebenundsiebzigstes Kapitel. 
Altachätzaiig der DirieWetsehen Reihen. 

§ 229. 
Eine vertikale G-erade. 

Ea seien jetzt die X^ wieder ganz beliebig, also nur verschieden, 
monoton ins Unendliche \yachsend und nicht etwa der Einschränkung 
des § 223 unterworfen. 

Das Ziel dieses ftinfundzwanzigsten Teila ist, für jede Dirichlet- 
sehe Keihe » 

m ->.«"'■"' 

den Nachweis zu führen, daß bei Integration längs einer im Innern 
des Konvergenzbereichea gelegenen vertikalen Geraden S ^ y, wo 
r > ist, v+^i 

hm j '^f{s)ds^2ni'^'a^ 

ist, wo Z^' bezeichnet, daß im Falle 

X = J.„^ 
(d. h., wenn x ein l ist) das letzte Glied a^^ den Faktor ^ erhält. 

Dies wird, nachdem im Kapitel 77 Hilfsbetrachtungen voran- 
geschickt sind, im Kapitel 78 bei Reihen mit absolutem Konvergenz- 
bereich in diesem absoluten Konvergenzbereich genau so gelingen wie 
der entsprechende Nachweis früher beim Typus 

3,^ = log n 
im § 86. Für Reihen mit absolutem Konvergenzbereicb wird alsdanu, 
auch noch im Kapitel 78, der Übergang zum Streifen bedingter Kon- 
vergenz leicht möglich sein. 
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"g 229. Eim« vertikale Gerade. 821 

Der Beweis der Behauptung für den allgememen Fall der Reihen 
ohne absoluten KonTergenabereich ^' im Kapitel 79 wird schwieriger 
sein. Zwar ist darin der leichtere Fall des Kapitels 78 enthalten; aber 
es ist doch von Interesse, die direktere Behandlung dieses Fallea mit- 
zuteilen. 

In diesem § 229 handelt es sieh um den 

Satz 43: Es sei 

f{s) =■ ^a„e~ "' 

für ff > (3 konvergent. Dann ist für festes £>0 
f{_ß + s ^- U) = oit). 

Nur unter der Annahme der Existenz eines absoluten Konvergenz- 
gebietes war dies schon durch Satz 33 bewiesen. 

Beweis: Es werde 

gesetzi}; dann ist für alle ganzen m Si 1 

1S(».)1<». 
Nun ist, wenn für x'^l^ die Zahl y durch 

bestimmt ist, 

f(ß + eJrtt)-2f.e'''''''*'*"^+2(Sm-S{n-l))e ■' ' 

\f(ß + s + H)\£ 2l».'l<'"'""*"+y'i" + '' '2^ J e''"<i« + "^''* 

folglich wegen 

a.-Oie'-""'), 

wenn über x als ins Unendliche wachsende Funktion von t die Ver- 
fügung vorbehalten bleibt, 

1) D. h, für Ecihen, Bei denen nicht bekannt ist, ob sie einen abaoiuten. 
Kon vergenzb ereich 1 
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LX5VII. AbscMtmng der BiriMetschen Beiken. 



f(_ß+ t + U)-02l + 0{lf c ''du) + 0(e '') 

-O(p)+O{tfc^''du) + 0(,~^") 

-0(!,)+o(le"""). 
X ^ x(t') sei so gewätlt, daß erstens die Anzahl der ^„^a; 

y = y{x) = 0(t) 
und zweitens 

lim a: =- oo 

ist, was natiirlicli möglich ist; dadureh ergibt sich die Behauptung 
/■(;! + . + ti) - „(i). 

8 230. 
Bin Streifen und eine Halbebeue. 

Satz 44: Es sei 

/■(.) -i«.«"'- 

für 0'^ß konvergent. Dann ist für festes e>0 und festes 
V> ß + ^ gleichmäßig im Streifen /3 + « < < t; 

d. h, der Quotient 

ist für alle jene 6 kleiner als $, wenn nur 



'eis: X = x(t) habe die Bedeutung des vorigen Paragraphen, 
eichen S(m) und y ^yix). Dann ist für 6 ^ ^ + £ 



/■(o+<i)_2«.r'"'""'+(.-(5-"+H)J;S(»)J« 



n'-h'-i-). 



-sw.-''"('-'-^"') 
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g 230. Ein Sti-eifm und eine Halbebme. 823 

Hierin ist 

i^».e^'-'""'|^^i«,;e-''°; 

für die höchstens in endlicher Anzahl vorhandenen negativen l^ ist 
im Intervall (3 + £ ^ ö ^ tj 

I (^n I e~ ■"" ^ I ff„| e~ ■"'''; 
für die i„ ^ ist im Intervall ^ + s ^ 6 < »j 

dalier ist für ß -]- e ^ 6 ^rj 

- o\y) 

- »»■ 

Ferner ist, da für alle hinreiuhend großen t 
x>0 
ist, das zweite G-hed rechts in (1) 

(. - f +{+ii) ^s(n)fi<"''-''*"hu = o{t 2 J:i'd.) 

= o(.-i-) 

und das dritte Glied rechts in (1) 

Es kommt also heraus: 

«0 + ti) - o(0 + o(te~'') + o(e^^') 
- «(() + o(i) + o(() 
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LSXVn. AbscMitsiing der Birichletsthen Seihen. 



Satz 45: Falls X^'^0 ist'l, ist sogar für alle 6^ß-\-s 
gleichmäßig 

/■(o + ti) - «(*). 

Das 1) ist alao weggefallen. 

BeTpeia: Bei der Behandlung des ersten Gliedes auf der rechten 
Seite von (1) ist hier durchweg 

lo.j-'"'""'!<l».l«''- '"+•', 

also jenes Glied für a'^ ß -\- s 

0(s) -«{!)■ 
Beim zweiten Glied achließe ich jetzt, wenn das positive i gleich 
so groß angenommen wird, daß x^O ist, ao: 

|(«-,3-i+ii)2's(»)/^'"*°"'"''*"'<'»|-<>-''-¥+''!''i' p'^""'^''« 

-c a-ß- , +Ui — 






-«»■ 

1) Sonst natürlicli nicht. 
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g 231. Die vertikale Gerade im absoluten Konvergenzbereich. 



Das dritte Glied ist wie oben 

o(.-'»'^)^o(.-") 



Damit ist 1 

f((, + ti) - o(i) + o(t) + o(() 
- »(*)■ 
Für Reihen mit absolutem Konvergenzbereich gilt genauer der 
Satz 33, bei dessen Beweis ja keine ein scb rank ende Annahme über 
die k^ benntzt wurde. Zu den Reiben mit absolutem Konvergenz- 
bereich gehören, wie schon mehrfach bemerkt wurde, alle Reiben mit 
Konvergen ah ereich, falle bei der betreffenden A„-Folge 

,. logM ^ 

limsup---^ < oo 



Achtundsiebzigstes Kapitel. 

Die Darstellung der Koefflzientensnmme für Reihen mit 
absolntem Konvergenzbereieh. 

§231. 
Die vertikale G-erade im absoluten KonTerg^euzliereicIi. 

Satz 46: Wenn 

für = Y, wo ^^ > ist, absolut konvergiert'', ao ist für 
jedes reelle x 

lim Cfl-f(s)ds = 2sti2'»«- 

Beweis; Nach § 86 ist, co > angenommen, für .s > 



1) e ^^ Y '^^^ imch die Grenzgerade absoluter Konvergena s 
dort absolute Konvergenz stattfindet. 
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826 LXXVIII. Beihen mit absolutem KonvergeixzliereiaJi. 

für 2 < 
Abs 

= ^,% I ^^ 

folgt 

f^f(s)ds - 2^i2\ = J'«„ ( P^^ds - . 





^n = 2, 


1, 


ist, folglicli 


iL,. <x,= 


= x, >3: 



(1) I /4^rt»)''»-2«2'«-|s:^.2'i».i'^^c'+i''2'i»-i+-!-2'i''.ix^" 

wo die mittlere Summe bedeutet, falls kein l„^ x ist; die letate 
Summe ist wirklieh koiiTergent, da 



laoh Voraussetzung konvergiert. Da die rechte Seite von (1) für 
i) = oo den Limes hat, ist der Satz bewieseu. 

§232. 

Übergang zu einer anderen vertikalen Q-eraden im 

EonvergenzbereicU. 

Satz 47: Es möge die Reihe 
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§ 282. übei-gang m einer anderen vertikalen Geraden im Eonvergembereich. 827 

einen absolnten Konvergenzbereich besitzen; es sei y > 
und die Gerade e ^ y im Innern des Konvergenzbereiches 
gelegen, d, b. y größer als die Konvergenzabszisse: dann ist 



lim f ^f{s)ds = 2ni^'a, 

i 5^' so gewählt, daß für ö = 
Dann ist nach Satz 46 

■i ^ a^ = lim f —f(s')ds. 



Ib: Es sei y' so gewählt, daß für a — y' die Reihe f{s) 
absolut konvergiert. Dann ist nach Satz 46 



Die Anwendung des Cauohyschen Satzes auf das Rechteck mit 
den Ecken y ± <oi, y ± roi gibt 

Nach Satz 44, aber auch schon nach Satz 33 ist im ersten und 
dritten Integral gleichmäßig 

also gleichmäßig (bei festem x natürlich) 

'"fW - »(1); 

diese Integrale mit fester Weglsmge sind also o(l); daher ist 
lim J ^/■(s)rfs^lim J ^^f(s)ds 
— 2xi ^ a^. 
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LXXIX. Darstelhmg der Koefß^ientmstimme im allyememen Fall. 



Neunundsiebzigstes Kapitel. 

Die Darstellung der Koeffizientensunime für allgemeine 
Dirichletsclie Reihen. 



Die Darstellung^. 

Satz 48; Wenn die Gerade = y, wo j' > ist, im Innern 
des Konvergenzbereißhes von 

/■(.) -i«."''-' 

liegtj ist 

lim j ^/■(s)rfs = 25i»2'««- 
Beweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann 

angenommen werden, da es sonst nur nötig ist, vorn endlich viele 
Glieder der Reihe ahzatrennen und aus 

f ^f(s)is- f '^('^ay'--+^a,e-'--)ds 

die Behauptung zu ersehließen. 
Es sei also 

dann lautet die Behauptung: 

Um J l^aJ'-'-'-ä,-0. 

Noch einfacher lautet die Behauptung, wenn 
X — X^ = v^ 
wird; FaUs die Dirichletsche Reihe 



g{s)^^a^e "'■' , 



yGoosle 



ä3. Die Bar Stellung. 



wo Vj > ist, für a = y, wo y > ist, und darüber links hinaiis 
konvergiert, ist 

(1) lim / sMds^O. 

Das Bisherige waren oberflächliclie Transformationen; in dieser 
Behauptung (1) liegt der Kern des Satzes. 

Naoh dem Cauchyschen Satz ist, wenn to > und ^>y an- 
genommen wird, 



f »f Äs= / 'f<is+ f 'f *+ / f 



äs. 



Ich werde zunächst beweisen, daß für s ^ oo das zweite Integral 
rechts den Limes bat, während die beiden anderen gegen endliche 
Grenzwerte konvergieren. 

Es ist, 

;, für 6 > y 

»W -J(S(«) - S» - l))e-''-" 

-J'S(«)(fr'-'-" - e-"+'"-'') 

- (s - r)^S(n) t e~"-" du, 
S(n) I < e 

]g(s)i<c\s-r\if e-'"-''du 

— c\s — yl I e~'' du 



also wegen 



(2) 



»-rl , -,(.-,) 
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830 LSXIX. Darstellimg der Koeffiaienfenaumme im allgetneinen Fall. 
Auf der Strecke (s ^ ai ■ ■ ■ s + ati) ist daher 

I s |<.<^ .-r 

was vom Punkte s auf der Strecke unabhängig ist und wegen r^ > 
für z ^ CO gegen Null konvergiert. Daher ist 



im ?%*-[ 



Auf den Geraden t = a und i -= — co ist nach (2) für ö > y 

I s ^ s c^y ' 

I wegen fj > bis a = oo integriert werden kann. 
Daher ist 



f'fds= J'-fds- /'< 



Nun behaupte ich, daß jedes der beiden Integrale rechts für 
oj = oo den Grenzwert hat. Es ist auf beiden Integratio 
für e > y infolge (2) 



die Integrale sind daher für oj > gleichmäßig konvergent. Daher 
ist nur nötig, für festes ^ > y zu beweisen, daß 

hm fs^^ds^O 



im TffW 



ist. Das ist aber eine unmittelbare Folge des Satzes 44, nach welchem 
gleichmäßig s = ö ± toi, J' ^ ff ^ ij 
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aiicli existiert. Die Antwort gibt der 
Satz 49: Für « < j- < ist 



§ 233. Die Darsiellttng. 831 

also muim 

= 0(1) 

ist. Damit ist der Satz 48 bewiesen. 

Es ist der Vollständigkeit wegen erwünscht, festzustellen, ob im 
Falle 3'<0, wenn ß ^ y gleicbfaUs dem Innern des Eonvergeaz- 
getietes ff > « von f(s) angehört, der Grenzwert 

lim J'^f(f)i> 

ibt der 
»t 

lim 'f'^n,)ä, - 2»i ( 2». " ftO)) ■ 

Beweia: Wenn y' > gewählt wird, ist nach dem Cauchyschen 
Satz, falls das Verhalten des Integrauden im Punkte s = berück- 
sichtigt wird, 

j'+oji y'-t„i y' + Wi c + mi 

y-wl y-o,i y'-<„i y'+mi 

Auf den beiden horizontalen Seiten dieses Rechtecks ist nach Satz 44 
gleichmäßig ftA^ofa) 

das erate und dritte Integral rechts haben also für a ^ co den Limes 0, 
das zweite nach Satz 48 den Limes 

womit der Satz 49 bewiesen iNt. 

Natürlich läßt sich in den Sätzen 48 und 49 der bevorzugte 
Punkt überallhin verlegen; falls 

S(| = M + vi 
irgend eine komplexe Zahl ist und 



y Google 



832 LXSIX. Darstellung der Koef^ientensumme im allgemeinen Fall. 
für = 'y und darüber links liinaus konvergiert, wo 

ist, so ist offenbar, wenn 
gesetzt wird, 

WO ^ 

eine Diricliletsche Reihe mit der Variablen s' ist, bei der y — u rechts 
Ton ihrer Konvergenz ab szisse Hegt, Daher ist nach den Sätzen 48 und 49 



/ V «»■ + ».) eis' 



lim 

!llS0 

lim 

Nnn ist offenbar 



= 23ti( ^ a^e '"'"—fis^j^ fiir;'<M., 






lim 



j '^f{s'^s,)ds ^0, 



da der Weg die feste Länge 2\v\ hat und auf ihm der Integrand für 
waciisendes co gleichmäßig 

0(1) 
ist. Daher erhalten wir den 
Satz 50: Es ist 
y^..i {^2%i ^' aj"'^"'''" fär5.>^(s„), 

lim / -^f(s)ds\ '"C' !. > u 

falls die Dirichletsche Reihe f(s) über die Gerade s = y hin- 
aus konvergiert. 
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g SB4. Beweis der Niektwnjcehrbarheü. 833 

§234. 
Beweis der Nichtumkehrliarkeit. 

Satz 48 gab eine notwendige Bedingung dafür an, daß eine ana- 
lytische Funktion für Q > e, wo £ ^ ist, in eine Dirichletsche 
Reihe 

/■{■*) "^«„e"'"" 

entwickelt werden kann. Es mußte für jedes reelle x und jedes 7 > £ 
das Integral 



/ ^Vw<i» 



für cj = oo gegen einen Grenzwert 'Jix,fj konvergieren, welcher die 
folgenden Eigenschaften besitzt; 

1) -lipty) ist von y unabhängig. 

2) J{x, y) = J(x) ist konstant für 

X„<«<;i, + i (m = 1,2,---).. 

3) J{x,y) ^^ J(x) ist Null für 

X < i.^. 

4) J(x, y) = J[x) bat an den Stellen Ä„ den Wert 

Um -^ ^^-^^-^ - ■■ = i ( lim J(X„ - ä) + iira J{X„ + ^)) - 

Satz 51: Wenn eine Funktion f(s) so beschaffen ist, daß 
der Grenzwert 



j ^f{s)di-J{x,ry 



für y > E, wo «^0 ist, existiert und die vier genannten 
Eigenschaften erfüllt, so ist f{s) nicht notwendig für ö>£ 
von der Gestalt 

Beweis: Eine solche Behauptung braucht nur durch ein Beispiel 
bewiesen zu werden. Ich werde zwei verschiedene Beispiele angeben. 
Das erste ist ans der Theorie der Zetafunktion geschöpft nnd laßt 
sieh durch Benutzung der zufällig dort vorhandenen Funktional- 
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834 LXSIX. Darstelhmg der Koef^ientmmmme im aUgemeinm Fall 



gleichnng sehr kurz darstellen. Das zweite ist köastlich konstruiert, 
elementarer, aber länger. Bei beiden Beispielen wird f{s) wirklich in 
einer Halbebene als Diricbletsche Reihe darstellbar sein; nur ist 
die Konvergenz ab sziase großer als b. 
1. Es sei 



Für e > 1, aber nicht für ö > f ist 

konvergent; nach dem Eindeutigkeitssatz ist also f(_s) durch über- 
haupt keine für e>f konvergente Diricbletsche Reihe 

darstellbar. Ich behaupte, daß J(x, y) trotzdem seine vier Eigen- 
schaften hat. Für yy>i ist das nach dem allgemeinen Satz 48 klar; 
es ist also hinreichend, zu beweisen, daß für 

J(x, y) ^ .J{x, 2) 
ist, d. h., daß bei festem y in jenem Intervall, festem x und wachsen- 
dem M . i + ,„i 

ist. Da nach dem Cauchyschen Satz 

Jtlf(s)ds- j'^f(i)ds+ f^ns}is+ f^fXs)ds 

ist, so reicht ea hin, für die zwei letzten Integrale festzustellen, daß 
auf dem Wege gleichmäßig 

ist; es reicht also hin, dort gleichmäßig 
f(.) - c (») 
zu beweisen. 
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g 234. Beweis der NichtwmMhrbarkeÜ. 
Nun war in § 228 festgesteUt, daß f iir - ^ ^ 6 < 1 gleichm 

ist; dater ist dort gleichmäßig 

(1-2' — "')«» + »•■)-»(■»), 
f(» + l + oi)-oM, 
i h. fiü- I <; 6 <^ 2 gleichmäßig 

«0 + mi) - »(»), 
also bei obigem y für j- ^ ö <! 2 gleicbmäßig 

f(»± »;)_<.(»), 

SO daß das Beispiel alles Gewünsehte leistet. 

2. Wir imtersucben die Diriehletsche Eleihe 

f(s) = ^a^e" "'? 

in der die A„ diircli die Rekursioiisformeln 
l, = 1, 



4. -'..-, + --..- 


(»il), 


(1) J,.+, -1+»!. 


(»il) 


bestimmt sind, und deren Koeffizienten die Werte 




«.,-1 - e'""' 


(«äl), 


haben. 


(» a 1) 


Aus der Definition folgt für n > 1 





also wegea (1) 

lim 1,, = CO . 

Es wird sich nun zeigen, daß die Reihe 

(2) .M'-'^'"' 

die Grenzgerade ö =- 1 hat, daß aber die durch sie dargestellte Funk- 
tion für e>0 regulär ist, und daß 

für alle ;■ > die erforderliehen vier Eigenschaften besitzt. 
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^'' "' « e-',.-.-_,'„-i('".). 

liaher kann (2) gewiß für s <^1 nicht konvergieren. 
Nun ist i^r « ^ 1 

Ij. + i - 1 + *>„ 

> 1 + ij-i. 
also die sukzessiven X mit ungeradem Index jedesmal um mehr als 1 
wachsend. Wegen 

ist also für « > 1 

Für (T > 1 ist daher 

I %.-,«-""-'• I -«'""-""" 



<e—»-", 



Daher konvergiert (2) (absolut) für ö> 1; 1 ist also die Konvergenz- 
abszisse. 

Für a > 1 ist 

/■(s)-J(a,._..-'>— ■+«,..-'■'■■) 

Von dieser neuen Reihe zeige icli jetzt, daß sie für ö > kon- 
vergiert und zwar in jedem endliehen Gebiete innerhalb dieser Halb- 
ebene gleichmäßig, so daß f{s) für ö > regulär ist. In der Tsit ist 
f ür e > 



woraus die Behauptung folgt. 
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Da für j" > 1 

J(x, r) 

die verlangten Eigenschaften hat, ist es zum Schluß hinreichend fest- 
zustellen, daß bei festem positivem y <,2 für y^fl^S gleichmäßig 

/■(»±oi)_.(») 
ist. 

Nun ist, wenn über eine positive ganzaahlige Funktion x = x{o}) 
noch verfügt wird, für jene s = e ± oj j bei jedem o > 

ft.)-ie'>-'(«-''— •-«-"■•)+_ J>-(«-"-"-»-''"'), 

Wird X so gewählt, daß 

lima: = oo 

und 

ist, so ersieht man: 
womit alles bewiesen ist. 
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Sechsundzwanzigster Teil. 

Hinreichende Bedingungen für die Entwicl^elbarkeit 
von Funktionen in Dirichletsehe Eeihen. 

Achtzigstes Kapitel. 
Hanptgesetze. 

§ 235. 
Problemstellung. 

Die H au p tan wen düng der Dirichletschen Reihen 

(1) 2't- 

und der durch sie, eventuell über den Konvergenzhereieh hinaus, defi- 
nierten Funktionen f(s) bestand in der Abschätzung von 

auf Grund der für f{s) etwa bekannten Relationen. Es sei z. B. 
■y>0, die Reibe (1) irgendwo »konvergent, und es lt«se sich für aUe 
d > die Beziehung 

beweisen; dann ist nach § 32 und § 42 die Reibe (1) für e > 7 kon- 
vergent, also f(s) dort durch die Reihe darstellbar, und umgekehrt. 
Ich werde nun untersuchen, welche Eigenschaften von f{s) — 
außer dem natürlich vorauszusetzenden Regulärsein in einer Halbebene 
— die Konvergenz von (1) in dieser Halbebene sichern. Das sind 
Schritte in der Richtung des großen, aber beim heutigen Stande der 
Wissenschaft noch unerreichten Zieles, zu erkennen, durch welche ana- 
lytischen Eigenschaften der Funktion f(s) die Konvergenzgerade von 
(1) charakterisiert ist; einen singulären Punkt von f(s) braucht diese 
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Gerade ja bekanntlich weder zu enthalten noch in beliebiger Nähe zu 
besitzen, wie das Beispiel der durch 



V (-illtl 



definierten ganzen Funktion zeigt. 

Ich begnüge mich nicht mit dem Typus 

K = log n, 
bin aber andererseits nicht in der Lage, ohne Einschränkungen über 
die il„ auszukommen. Und zwar mache ich in diesem sechsundzwanzig- 
sten Teil folgende beiden Einschränkungen: 

1. Es ist 

< lim sup ^'^ = Z < oo. 

2. Es ist bei jedem gegebenen i? > 
(2) ^_'-_^_0(/""+'>)- 

Offenbar sind diese Einschränkungen noch weitergehend als die 
Bedingung 

des § 223; aber sie sind für 

K = log ^h 

d. h. für die Dirichletschen Reihen im engeren Sinne, erfüllt, da 
als dann 

; = 1, 

= 0(n^+^) 

ist. 

Zur Orientierung mögen zunächst drei Eigenschaften solcher 
Folgen 3.^ entwickelt werden; die Bedingung (2) wird übrigens erst 
beim dritten Hilfssatz zur Verwendung kommen. 
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Hll&sate 1: 


Eb 


ist für 




l di 


ie Kei: 


konvergent. 












Beweis: En 


ist 


wegen 
lin 


lo 

[ sup - 


■gn 

K 


-! 


für jedes « > 




^j+ri 


-.0(0' 




")' 


mit Rüeltaieht auf x 


<0 ist 


dalier 










e^« 


<- 




'); 


wegen 






'l< 


— 1 




iüt « > so w5 


hlbur, da» 














' 


<- 


-1 



Hierbei bezieht sich die Ahsebätzimg auf stetig wachsendes x. 

Eb ist 



ist, woraus die Behauptung folgt. 

! 2: Für x^ — Z und jedes ö > ist 

ch die Ä.hsebätzimg auf 

also wegen 

« + ?. + d > 
und Hilfasatz 1 

^.'..jj ,.«+.»« 2, «.(-■-« 
_ o(.-'"*'+''). 
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Insbesondere für m = lehrt der Hilfssatz 2, daß die Anzahl 

^^^ K<^ ^i = o{e'"+'^) 

ist. 

Es werde jetzt dauernd in diesem Kapitel für m = 1, 2, 3, ■ ■ ■ 



atz 3: Es ist für festes %<~l 

Hierbei bezieht sich die Äbschätzimg auf wachsendes ganzzahliges 
m, und die Konvergenz der Reihe steht na«h Hilfsaatz 1 von vornherein 
fest, da der absolute Betrag des Nenners bei festem m für n = oo 
obendrein über alle Grenzen wächst. 

Beweis: Naeh (2) ist bei gegebenem i5 > 

^^0(e'''('+T)), 

also für » ^ B(, = «o(Ä) 

^ < AC + '^l 

folglich für w ^ «0 nebst jedem v > 

(3) ^»e-'«+-i»+''. 

Nun zerlege ich für jedes m 

in vier Teile 
wo 

1„-1<J <1 in ^,, 
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K+i ^K< K-i-x + 1 in ^3- 

ist. Für alle m ^ 1 enthalten ^g und ^^^ mindestens je ein Glied und 
nur eodlieh Tiele, ^^ unendlicli viele, _^j keines oder endlich viele. 
Ea ist in ^1 

\W^ — l^: = IV^ — ).^ 

> K-K+i 
>.h 

daher ist 

<2e'-' 

- 0(1), 

- 0(1)- 

Bei gegebenem ö > ist für alle 'm'^m^ = m^ (6) der Index dea 
ersten Gliedes von ^j größer als «^ = ^'o (ß)> ^^^^ ^° jedem Glied von 
S ^ nach (3) 

Pra ~ ^n! "" ^!« ~ K 

_'-« + '"_;. 
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843 


und in jedem Glied von ^j 




h« ~ ^nl -k-^^ 




^..-'-+^ 




>K-H-^ 




l^ — Ka 




>|(„-^)e-A,_i(, + .,. 




Daher ist 




2.^o(.-« 2^^^i^V.) 




-''(«'■"'"""l^+-l) 








_0(,'-(-ft'>i„g„) 




-0(«'-'" + '*''iJ 




:.0(e'-"*'*"'). 




Da bei passender Wahl eines S>ö 




«+! + 2ä<0 




ist, ist also bewiesen: 




^ = 0(1). 




Für ^3 ergibt sich 




2. = « 2 ^^-'*" 




>.,+iii.<',.+iti 




=«(«"""'^"|":). 
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wo h der Index des letzten X in ^.^ ist. Wegen 

ergibt sich 

- (log *) 
-0(« 
-0(1.H.,) 

- (/-+>'), 

^,-0(.'-+''"+'+'"), 
also 

Zusammen genommen kommt heraus: 

-0(1) +0(1) +0(1) +0(1) 

- 0(1), 
was zu beweisen war. 

§ 236. 

Hinrelchencle Bedingungen für die Konvergenz in einer 

gegebeneu Halbebene. 

Obgleich in § 238 ein allgemeinerer Satz (54) bewiesen werden 
wird als der folgende Satz 52, möge doch zur Illustration der etwas 
schwierigen Beweismethode dieser wichtige Spezialfall vor angeschickt 
werden. 

Satz 52: Es sei für jedes d>0 
«. - 0(e'.'), 
also^' die Reihe 

(1) J'ö„e"^"' 

I) Nach Hilfsaatz 1. 
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für <J > ( absolut konvergent. Die hier durch die Reihe de- 
finierte Funktion fls) sei für S > rj regulär, und bei jedem 
festen iS > sei für e>^ gleichmäßig 

/■(s)-0{|<|'). 
Dann ist (1) für ff > )j konvergent. 



: Für 



<!^l 



ist der Satz trivial; es darf also bei 

n<l 

angenommen werden. 

Es ist für jedes y '> ij die Konvergenz 



zu beweisen, oder, was ganz dasselbe ist, die Existenz von 

lim 2<t^e~ '''' = lim .^«„e~ "'' ; 

übrigens bedarf dies nur für ^ <.}• ^l eines Beweises. 
Da die Dirichletsche Reihe 

fts + r) - J«,.e"'-'e"'"' 

für e = i ~ 7) wegen 

l + y-ri>l 

absolut konvergiert, ist nacli Satz 46 

2«i_2'''.«~'''~''" J --''-f(.' + r)''s- 

Diese Identität genügt allerdings nicht für den vorliegenden Zweck; 
man hat jedoch genauer nach der (im Beweise des Satzes 46 vorge- 
kommenen) Formel (1) des § 231 für o > die Abschätzung 

J^fls + r)* - 2»! 2 ".^"''■'' 
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(i) 



Wegen r • -'^ 

also ist nach dem Hilfssatz 3 des § 235 die von co imabhängige Summe 

unterhalb einer auch vou m unabhängigen Schranke gelegen. Falls 
also CO irgend eine positive Funktion von m bedeutet, ist 

(2) 2^^2«"^ "'^ ,/ V/'(« + ^)^«+^(^— )' 

wo die Ab5t,hdtzung sn h auf ganzzahlig wachsendes m bezieht. 

Ich setze nun für to eme solche Funktion von m, daß to und 
sogar (für einen spateren Zweck) ra'ä stärker als e°'" ' unendlich 
wird; ich setze namlicb 

» _ e'-~"-' . 
Dann ist nach (2) 

(3) a^i^a,e-:'- f'-^' f{a + r) ds + 0(1). 

Es werde nun der Cauebysche Integralsatz auf den Integranden 

-^/'(.' + r) 

und das Rechteck mit den Ecken l — 'yi ± coi, — ^—^ — + w i angewendet, 
auf und in welchem der Integrand nach Voraussetzung bis auf den 
etwaigen^' Pol s^O mit dem Residuum f{y) regulär ist: 

J^f{> + y)ds-2mf{y) + f°"i-fi? + r)äs+j ^-ns + r)d 
+ j - ^f(' + r)d'. 



1) Für f\y) = ist s ^= eine reguläre Stelle, also die folgende l'oi'mel (4) 
auch richtig. 
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Nach Voraussetzung ist'* füc e > 13 gleiclimäßig, also für ^ T 
gleichmäßig , ,, 

m-ow), 

d. h. für ö ^ — - -^ gleiclimäßig 

fts + r)-o(|*|-)i 

der Integrand ist aiso im ersten und dritten Integral auf der rechten 
Seite von (4), deren Weglänge fest ist, gleichmäßig 

= o(r*""'-'>) 

-»(1); 
diese beiden Integrale haben also für m -= 00 den Limes 0. Aus (3) 
und (4) folgt daher 



(5) 



2«irjjo..^'"'-«j.)j - J''"' f{, + r)äa + om. 



ist nun für jedes 5 > auf der Geraden 

f(s + r)- 0(]i,'y, 

: «>0 



- o{e~"''' "'»') 



Wird bierin z. B, 



1) Ich verwende vorläufig die Vorausaeteung mit 0{ t\ ) nicM in vollem 
Umfang. 
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f '^ns + r)ds-o{n 



iat. Nach (5) ist daher 

:^a^e"'-''' ^ f(r) + 0(1), 
d. h. die Reihe 

konvergent (und natürlich -- fi?))- 

Damit ist der Satz 52 bewiesen. 

Mit Büoksicht auf die Analogie zum späteren Satz 54 liabe ich 
den Satz 52 in der obigen Gestalt formuliert. Nachträglich läßt sich 
leicht zeigen, daß die Annahme 

«, - 0{e'-'), 
welche absolute Konvergenz von (1) für ö > ? bewirkte, fallen ge- 
lassen werden kann, wenn nur überhaupt die Reihe (1) ein Konver- 
geuzgebiet besitzt. leh behaupte also jetzt den 

Satz 63: Es sei 

(1) ,-l,"-""'"' 

in einer gewissen Halbebene konvergent. Die hier durch 
die Reihe definierte Funktion f{s) sei für 6 > ij regulär, 
und bei jedem festen ö' > sei für 6>i? gleichmäßig 

m - o(m. 

Dann ist (1) für 6 > t; konvergent. 

Beweis : Es sei H irgend ein solcher reeller Wert, daß (1) für ö > H 
konvergiert; dann ist für alle (i > 

«.-Oie'''»*"). 
Ich setze 

so daß bei jedem d > 

K - 0{e'-') 
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ist, und führe statt s die neue komplexe Variable 
s' = s — H" 

ein; dann ist die für 0' > l durch 

f(s') =^a^e~ "" 

(6) "^°-'"'""' 

definierte Funktion für ö' > 7; — H regulär und bei gegebenem ö > 

gleichmäßig _ 0(\t\') 

-OÜt'f). 
Daher konvergiert nach Satz 52 die Reihe (6) für 

d. h. die Reihe (1) für 

ff > ij. 

§ 237. 
Hllfteätze aus der Fuuktionentlieorie. 

Erster Hilfssata: Es möge die analytische Funktion F{s) 
folgende Eigenschaften haben: 

1. Sie ist regulär im Gebiet ff^ < 6 ^ ff^, t'^t^, wo e^,a^,ta 
fest und 63 > öj, ^ > ist. 

2. Auf dem Rande dieses Gebietes, d. h. auf der endlichen 
Strecke öi^<J^öj,, ^ = ^0 und auf den unendlichen Strecken 
ö = 6i, '^^0 sowie 6 — ffg, i^*o ist 

(1) \F{s) <C, 
wo C eine Konstante ist. 

3. Im Streifen ffi ^ 6 ^ ff^ ist gieichmäöig 

(2) F(f) - 0{f), 
WO c eine Konstante ist^'. 

1) Natürlich genügt es, wie der folgende Beweis zeigt, vorauszusetzen, daß 
für jedes J > gleichmäßig 

F(.)_0(,") 
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Dann ist im ganzen Bereich a^^S^s^, i^k 

\F{s)\^C. 
Beweis: Es sei £ irgend eine positive Konstante. Dann ist die 
Funktion 

G(s) - e-J-(s) 

für 6i^''^<?2, '^^0 regulär. Ebenda ist wegen 'o > 

(3) \G{i)\-r»\I\,)\ 

<I-F(»)I- 
Insbesondere auf dem Rande des Gebietes ist also naeli (1) 

(4) |e(s)|<c. 

Andererseits ist wegen (2) und (3) im Streifen G, ^ ö ^ e^ gleich- 
mäßig 

G(s)_0(.-.'f), 
also ebenda gleicbmäßig 

(5) iim G{s) -- 0. 

Jeder Punkt im Innern des Gebietes 6j < <? ^ 6^, t^^o läßt sieb 
also nach (4) und (5) in ein Itechteck mit den Ecken g^ -\- i^i, 
"a+^o^j Sj + ^iJ, 0^-\'t^i einschließen, auf dessen Rande 

!G(s)|<C 

ist; ([ braucht dazu nur hinreichend groß gewählt zu werden. Daher 
ist für jeden Punkt des Gebietes 

1G(,S)|<C, 
also nach (3) 

Da dies für alle e > gilt, ist 

was zn beweisen war. 

Zweiter Hilfssatz: Es sei 

öl < (Jj, 
und eine analytische Funkfcion f{s) habe die Eigenschaften: 

1. f(s) ist regulär für 6^^6^6^. 

2. Für ö = öl sei 

(6) m = o(\t\''), 

wo fc>0 konstant ist. 
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3. Für - «, sei 

(7) rts)-O(l). 

4. Für «, j;»^«, sei gleichmüBig 

(8) fW- 0(1(10, 
wo c konstant ist''. 

Dann ist für ff^ ^ 6 ^ 6^ gleichmäßig 

(9) fis)^o{\tf^)- 

Der Exponent nimmt linear von fc zu ab. 
; Wir nehmen die spezielle E'unktion 



(10) 



zu Hilfe, welche für reelle s > durch den reellen Logarithmus defi- 
niert, in der längs der reellen Achse von bis — oo aufgeschnittenen 
Ebene meromorph ist und insbesondere regulär für 

ffj £ e < 0„ (> 

und 

ff, ^ ö ^ öä, t < 0. 

Für ö, ^ ö ^ e^ ist gleichmäßig bei wachsendem positivem t 



.in( "' ,\ 
,ii^. '"•->■••■ 


.,./ •' .\ 



.^-7.«('".-".(-n-«(T))) 



(11) _ /•"■-"■' t ••-'■e»'". 

1) Die Annalime 

f(,)_0(/l'!) 
bei jedem S'^O wurde genügen. 
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Andererseits ist 



im Nenner der rechten Seite hat das erste Glied wegen 



gleichmäßig für ( = co den Limea 0; der Quotient des zweiten Ghedes 
durch , 



hat den absoluten Betrag 1. Daher ist für ej ^ ff ^ 6^ gleichmäßig 
bei wachsendem positivem t 



(12) 



Aus (10), (11) und (12) folgt für öj ^ 6 ^ e^ gleichmäßig bei 
wachsendem positivem t 

,(.) = /•■--."<■', 

also bei wachsendem \t\ 

s{>)-\t\"-"'e""'; 
d. h. ea gibt zwei positive Konstanten A und S derart, daß für 

(13) A\t\'^'<\g{f)\<B]t\^^- ■ 

ist. 

Ich setze nun 

(^'l = F(s) 

Diese Funktion erfüllt, (^ = 1 gesetzt, alle Voranssetzungen des ereten 
Hilfssatzes; denn erstens ist g(s) für ffi^ö^öät ^^1 ^^^ Null 
verschieden, also f{s) ebenda regulär. Zweitens ist für ö = ff^ und 
wachsendes ( nach (6) und der ersten Hälfte von (13) 

- 0(1), 
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ferner flir ff = ög und wachsendes ( naeli (7) nnd der ersten Hälfte 
Ton (13) 

- 0(1). 

Drittens ist nach (8) und der ersten Hälfte von (13) für o, ^ ö ^ »3 
gleichmäßig ^ 

- 0(f.-). 

Nach dem ersten Hilfssatz ist also für 6j ^ ff ^ ög, i ^ 1 

ii'(s) = 0(1), 

folglich in Verbindung mit der zweiten Hälfte von (13) füre, ^ ff ^e^ 

/■(,,) -o(/"). 

Ganz ebenso ergibt sich für 6, < e :^ ffj und negatives t 

/■(s)_o((-i)'--"^), 
also zusammenfassend die Behauptung (9). 

§ 238. 

Hlureichende Bedingiiugeu für die Eouvergfdnz in eiuem 

Teil eiuer g^egebenen Halbebeue. 

Satz 54: Es sei für jedes S>0 

alao die Reihe 

(1) ^«„e"^"" 

für ö>i absolut konvergent. Die hier durch die Reihe 
definierte Funktion /'(s) sei für is>ij regulär; ein festes ^>0 
sei so beschaffen, daß für ff > 1? gleichmäßig 

f« - 0(!ii') 



y Google 



LXXX. Huuptgesetze 



">! 



ist. Dann ist (1) für 

.^V + kl 
■^ 1 + S 
konvergent. 

Natürlicli enthält dies den Satz 52; denn unter seinen Voraus- 
setzungen ist nach Satz 54 die Reihe (1) bei jedem ö' > für 

v + äl 
i + A' 

d, h. eben für e > ij konvergent. 

Beweis: Da für i; ^ l der Satz wegen 
■)j + ii . l + kl 
T+T ^ T+ k 
= 1 
trivial ist, darf ij < l angenommen wei'den. Alsdann ist der in der 
Behauptung auftretende Wert 

rj±kl l + Jd 






1 -L ;■ ^ 1 j- 



dann ist die Existenz von 

lim ^ö^^e^^«^ = lim ^ «„e"*»"!' 

zu beweisen. 

Ich verstehe unter £ < y — ^ uud g positive Konstanten, über 
die noch verfügt werden wird, und setze 

Wie beim Beweise des Satzes 52 (damahge Formel (2), wo jetzt 
y — £ statt ij geschrieben wird), ist hier^' 

1) In der Tat ist hier f(s-\-y) eine für e = l — y-\-s absolut konvergente 
Diiichletsche Heike. 
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2«!2 "."''•' - J 'T f'." + r) «'s + {^^'*'') 

(2) - J '-^ f(s + r)ds+0 (e-.f-y->*->) . 

Es werde nun der Caucliysciie Satz auf das Rechteck mit den 
Ecken l — y -i- s + ai, ^ ~ y + e + ai angewendet, auf und in 
welchem wegen 

iv- y + e) + y = n + ^ 
>v 

und 

yi-r + e<0, 

der Integrand mit eventueller Ausnahme des sicher darin gelegenen 
Punktes S = regulär ist. Unter allen Umständen liefert (2) 

2Mi{^a^e-'''y-f(y)) = 0(r".('->'-^ + =)) + J ^ f(s + y)äs 



+ J ~f{s + r)ds+ J '^f{s+r)ds 



(3) =0(e-»('->-^ + ^)) + J, + /, + /„. 

Hierin ist „, 



^- 0{e<^'ni-i-r + ')f^^dt) 



(4) = 0{e'''"^i -■'+'''' ■>■'>). 

Zar Abschätzung von /j wende ich den zweiten Hilfssatz des 
§ 237 an: Auf unser /'(s), 

Seine Voraussetzuugen sind offenbar erfüllt. Also ist im Intervall 
i; + £^ö^^ + e gleichmäßig 

f(s)-o(|i|'T^O. 
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d. h. für Tj — y -{- £ fC -^l — y + s gleiclimäßig 



Daher ist 






also, da die lineare Funlrtion von 6 im Exponenten ihren größten 
Wert am Anfang oder Ende des Intervalls erreicht^', 

i,-o\- — ^---<» '-'• j+ 01-^7-» •-'' ) 

(5) _ o(e-('-'+''-"' + ->) + 0(«"-''-'-"''). 

Das erste Glied rechts in (5) ist gegen die Abschätzung (4) von I^ 
zu vernachlässigen; das aweite kam schon in (3) vor. 

Da Ji aus Symmetrie grün den dieselbe Ähschätzung (5) liefert, 
ergibt sich aus (3), (4) und (5) 

(6) J».e-'.'-/-{r)_ 0(<i"-''-'-"«)+ 0(«"-""""*"). 

g werde nun so gewählt, daß beide Exponenten gleich werden; 
d. h. es werde 



as wirklich positiv ist. Dann ist jener gemeinsame Wert 
der Esponenten in (6) 

also bei passender Wahl des positiven e negativ, womit der Satz 54 
bewiesen ist. 



1) Weim. sie konstant ist, erreiclit sie ihren größten Wert fiberall, also 
gewiß auch in. den Endpunkten. 
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Er läßt sieh wegen 

n + ki _ 1 — 7] 
'-T+T-i + ft 

für Tj < l aucli 80 interpretiereE. Wenn 

ist und f{s) über l hinaus in einem Streifen der Dicke J5 regulär 
und 0(1 i|*) ist (A > 0), so ist die Reihe (1) über l hinaus in einem 
Streifen der Dicke tj^v konvergent. 

Satz 55: Es seien alle Voriiussefczungen des Satzes 54 er- 
füllt und außerdem 

i; + U < 0. 

Dann konvergiert die Reihe (1) für 

e> ij + ft;. 
Pttr 

wäre dies auch richtig, aber nichts Neues, da alsdann 

i^t^n + ti 

ist. 

Der Satz 55 besagt wegen 

die Konvergenz über l hinaus in einem Streifen der Dicke J) — Icl. 
~ls sei ß die Konvergeuzabezisse von (1); wenn 



ist, ist die Behauptung trivial. Wenn ß endlich ist, ist für 

*>" ;,-o(/-"*"). 

Ich setze 
so daB 

ist, und führe statt s die neue komplexe Variable 
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ein. Dami ist die für ß' > l durch 

-2v-'''e-'''-l" 

(7) =2a'^e~^'' 

-S(.') 
definierte analytische Funktion von s' für 

regulär; für 
ist außerdem 

»M- 0(1 ff) 

-0(1 «■!')■ 

Daher konvergiert nach dem Satze 54 die Reihe (7) für 

also die Reihe (1) für 
Daher ist 

"S^s 1 + fc ' 

womit der Satz 55 bewiesen ist. 

Aus dem Satz 54 ergibt sich noch eine interessante Folgerung: 
Satz 56: Es sei für alle d>0 

aber für kein £>0 

o.-0(e-',-)i 
mit anderen Worten, es sei 

lim s.,p i^J-J _ 0. 
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Wenn E>1 ist und für 0>l~ E 
ist, so ist 

Beweis; /; darf > angenommen werden. Nach dem Satz 54, in 
welchem i-j^l — E gesetzt werden kann, konvergiert die Reihe (1) für 

l — E + M 





»>— i+v- 




7 S 




= ' .+,.; 


wäre nun 






.<^-i. 


so wäre jene Schranke 






-r|.<-^ 



also wäre für ein gewisses £ > 

«.-o(.-'-'), 

gegen die Annahme. 

Die Sätze 54 und 55 besagen zusammenfassend die Konvergenz 
von (1) für 

6>Min.{^i^, n+U). 

Sie lassen sich leicht in eine Form setzen, in der auf die Annahme 

•.-0 («'.') 
verziehtet wird: 

Satz 57: Es sei die Reihe 

(1) J'^"'"'"' 

für e > H konvergent. Die hier durch die Reihe definierte 

Funktion sei für (? > i/ regulär, und für e > ij sei gleichmäßig 

m - oiw), 

wo fc>0 ist. Dann ist (1) für 
konvergent. 
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Beweis: Wena 

s' = s—H 

gesetzt wird, ist mit Rücksiclit auf 

«; - (.'.') 

die durch 

definierte Funktion von s' für 6'> i; — H" regulär und gleichmäßig 

-0(]ft). 
Nach den Sätzen 54 und 55 konvergiert also die Reihe 

für 

d. h. die Reihe (1) für 

Das Teilresultat 

^ ^ ■/ + *(« + !) 

'> 1 + IT 
ist hierbei wertlos. Benn 

1. im Falle 

ij + M^H 
ist 

ij + ijr + ti ^ H + iH, 
1 + t( H + i) .^ „. 

2. im Falle 

■i + U < II 
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Das Ergebnis lautet also: (l) konvergiert für 
6>ri + kl 



Einundaclitzigstes Kapitel. 
Aiiwendnngen. 



Sarstellung von Dirichletschen Reihen, welche in einer 
Halhebeue nicht verschwinden. 

Dieser Paragraph stellt eine Anwendung des Satzes 53 dar. 
Nach dem Satz 18 läßt eich jede für 6 > « konvergente und ein 
absolutes Konvergenzgebiet besitzende Dirichletsche Reihe^' 

wo {ohne Beschränkung der Allgemeinheit) öj4=0 iat, ohne daß die 
i„ Einschränkungen unterworfen sind, in einer gewissen Halbebene 
ff > G in die Form 

(1) /(s) = e-'.'+-« 



(2) !/(s) - ^:^Ke-''-' 

eine dort absolut konvergente Dirichletsche Reihe ist.^' Der Beweis 
zeigte die Gültigkeit von (1) nicht etwa für 6 > k und konnte es 
auch nicht, da ja z. B. beim Vorhandenaeio einer NuUstelle von f(s) 
in der Halbebene ff > « die durch ^(s) für u > Gr definierte Funktion 
nicht einmal für a ^ a regulär ist. Es besteht nun aber, falls, wie 

1) Ich Bclireibe mit Abeicht statt l hier einen anderen Buchstaben. 

2) Umgekehrt definiert natürlich im Falle des Vorhandenseins eines abflolnteu 
Konvergenzgebietes von (2) die rechte Seite von (1) eine ebenda abaolnt kon- 
vergente Dirichletsche Reihe. 
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stets in diesem Tei], die l^ (nicht die ?„) bis auf weiteres (bis zum 
Satz 60 einschließlicii) die Binscliräiikiingen des § 235 erfüllen'', der 
merkwürdige 

Satz 58: Wenn die Reihe 

für ti>ß konvergiert und von Null verschieden ist, so ist 
die Reihe ^ 

für e>j3 konvergent. 

Das Überraschende liegt darin, daß ja bekanittlicJi aus der üegu- 
larität einer Funktion für &> ß und ihrer Entwickelbarkeit in eine 
Diriehletsche Reibe für e > (? keineswegs die Konvergenz dieser 
Reihe für G>ß folgt. 

Der Satz 58 umfaßt den Fall X^^logn, also auch den Fall 
l^=logn, d.h. den Fall, daß die Reihe f{s), von der man ausgeht, 
vom Typus „ 

ist. 

Ich beweise an Stelle des Satzes 58 gleich den allgemeineren 
Satz 59: Es sei die durch die Reihe 

(3) J/"'"'"' 

in ihrem Xonvergenzgebiet definierte analytische Funktion 
f(s) für i3'> ß regulär und von Null Terscbieden; es sei ferner 
bei festem ^>0 für e>ß + S gleichmäßig 

/■(s)e''^=0(|i|*) 
mit einem konstanten Je oder auch nur gleichmäßig 

/■(s).'--0(."l') 
mit jedem konstanten e; dann ist die Reibe 

(4) ^b^e-'"' 

für ö > (5 konirergent. 

I) Darana folgt gewiß, daß, wenn die Keihe (2) ein Konvergenagebiet besitzt, 
die fonnal nach (1) gebildete Reihe f{sj ein absolutes Konvergenzgebiet tat. 
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Es wird also bei Satz 59 nicht rneir Konvergenz yon f(s) für 
ö > ^ vorausgesetzt. Der Satz 58 ist offenbar hierin enthalten, da 
nach Satz 45 aus der Konvei'genz von f{s) für e > ^ im Gebiete 
ö ^ /5 + d die gleichmäßige Gültigkeit von 

/■(»)<!''■-. (|!|) 
folgt. 

is; Es seien d > UEd s>0 fest. Für ö ^ /i + <J ist 



wenn ^(s) die durch die Reihe (4) für a>G definierte, für 6>ß 
reguüäre Funktion bezeichnet, ist a^o für 6 ^ j3 + d 

«'«"■'< «,»"!', 
%(s)<c, + |(|', 
also für «^/i + ä, \t\>l 
(B) mgisXcM'- 

In die Formel des § 73 
(6) \F{s)\<,\^F{s,)\ + \^F{sM':^l^2A^-^ 

setze ick ein: 

FiA-sif), 

Sg= 1?^,+ ti, 
wo 6(1 eiüe fest oberhalb ß -\- 2d und oberhalb der Grenzgeraden 
absoluter Konvergenz von (4) gewählte Zahl ist, 

r = s^~ß — ö 
und 

Für |/|^l + ö„~(3 — <J-^io gehören alle Punkte u, v des Kreises 
|s — 5o|<r dem Gebiet 

u'-^ß + ö, \v\>\ 
au. Wegen 

|9ii'(s.)l<c., 
!3y(s.)l<«5 
und der aus (5) fließenden Absehätzung 

^ <«.(!'! + ».-(! -«)■ 
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ist nach (6) im Kreise \s — S(, | <^ ß , also speziell für s = ö + ( j, 

<<h\t['- 

Außerdem ist natürlich für a = e + fi, ff ^ e^, |(| Si *o 

ls(«)l<».l'l'. 

Daher ist, was auch das feste positive £ sei, für ^^/3 + 2d gleichmäßig 
S(.s)-0{\t\-). 

Nach dem Satz, 53 ist also die Reihe (4) für 6 > |3 + 2d kon- 
vei^ent, d. h., da rf > beliehig klein war, für e > /3, und der Satz 59 
ist bewiesen. 

Eine interessante Folgerung ist der 

Satz 60; Es habe die Dirichletsche Reihe (3) die end- 
liche Gerade 6 =^ y als Grenze der absoluten Konvergenz; 
die durch (3) definierte Funktion f(s) sei auf dieser Geraden 
und darüber hinaus in einem Streifen von größerer Dicke 
als l, d. h. von* der Dicke 1+ d, wo d>0 ist, regulär, und es 
sei für ay- y — l — Ö gleichmäßig 

as)e-'- - 0(e"'y, 

dann gehört der Halbebene o^y — l—d mindestens eine 
Nullatelle der Funktion f(s) an. 
Beweis: Wäre für e^ y — l — d 

/■« + 0, 

so wäre nach dem Satz 59 die Reihe (4) für 0>y — l — d konvergent, 
also für s = y — — absolut konvergent; folglich wäre die Reihe (3) 
für s = y — ~ absolut konvergent. Damit ist der Satz 60 bewiesen. 
Er gilt insbesondere für Reihen des Spezialtypus 

Es ist nicht ohne Interesse, für diesen Typus^', wenn obendrein die 
Voraussetzung / |,|'\ 

1} Man vergesse niett, daß a, von Null verscliieden angenommen war. 
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durch die mehr verlangende 

/■(,)_ 0(1 (|') 

bei einem Ä>0 ersetzt wird, einen einfacheren Beweis anzuführen, 
welcher den Satz 59 nicht henutzt und damit die Heranziehung des 
Satzes aus § 73 vermeidet. 

Es giht ein G-'^y, so daß ^(s) für 6^ G absolut konvergiert; 
dann ist für jedes ganzzahlige m ^ 1 die Funktion 

für e> G regulär und in eine dort absolut konvergente Dirichlet- 
sche Reihe /"^(s) vom Spezialtypus entwiekelbar^'. Wäre nun der 
Satz falsch, d. h. wäre für a > 7 — 1 — tf 

m+o, 

so wäre die durch die Reihe definierte Punktion /■,„(«) für <?>)' — 1 — 3 
regulär und j 

o(|if). 

Nach dem Satz 57 konvergiert also die Dirichletsche Reihe /■,„(s) für 

ö > 3, _ 1 - ö -f A^ 

d. h., wenn nur das m hinreichend groß gewählt ist, für > 7 — 1 — — , 
also alsdann absolut für s = y ~ y- Alsdann wäre aber auch die 
Reihe für 

für S = y — -■ absolut konvergent, entgegen der Definition von y. 



1) Daß (/(s))'" in eioo solche Reihe entwickelbar ist, läßt sicli natüilicli 
aucli ohne Einführung des ii(s) nach dem binomiechen Satz genau so hegrönden, 
wie beim Beweise des Bataes 19 die Daratellcng von f{>!) als e^''' begründet 
wurde. FCir alle hinreicliend großen a ist nämlich 

also durcli Anwendung der Binomialreihe 
r umgeordnet werden darf. 
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Seispiel: Es sei x{n) ein Niclit-Hauptcharakter nach irgend 
einem Modul und « 

Hs)^2j n' 

unsere alte, für 6>0 und nicht weiter konvergente, für C> 1 und 
nicht weiter absolut konvergente Dirichletaehe Keihe. L(s) defi- 
niert, wie wir in § 124 ohne Benutzung der viel tiefer liegenden 
Funktionalgleichung durch partielle Summation bewiesen haben, eine 
für 6 > — 1 reguläre Funktion, die zufolge der damaligen Formeln 
offenbar für 6> — d, wo 0<5<1 und d fest ist, der Äbaohätzung 

i(s)-o(j<n 

gleichmäßig genügt. Der Satz 60 (und zwar sogar sein zuletzt ein- 
facher bewiesener Spezialfall) besagt also, daß nach Annahme eines 
(S > die Funktion nicht für ff> — ^ von Null verschieden sein 
kann. Wir hatten seinerzeit in § 130 die Existenz der nicht trivialen 
Wurzeln von i(s) nur vermittelst der Futiktionalgleichung e 
(auch die der trivialen, welche jedoch direkter festzustellen ge^ 
wäre). Im Falle 

z(- 1) - 1 

ist nun die triviale Wurzel vorhanden; aber im Falle 

z(- 1) - - 1 

ist ja keine Wurzel, und doch haben wir hier als Anwendung 
unseres allgemeinen Satzes für jedes d > die Existenz einer der 
Halbebene e >- — d angehörigen Wurzel der Funktion ^(s) erschlossen. 
Wir wissen von früher, daß jede solche Wurzel, wenn nur ö < 1 ist, 
in Wahrheit dem Streifen < ij < 1 angehört. 

Nun woUen wir aber über unsere spezielle Funktion L(s) aus 
dem Satz 58 auch etwas Neues herausholen. Es bezeichne ® die 
obere Grenze der reellen Teile der NuUstellen von L(s). Zufolge der . 
Funktionalgleichung ist 

denn sonst wäre i(s) für | < ff < 1 von Null verschieden, also alle 
nicht trivialen Wurzeln dem Streifen < ff < ^ angehörig. Wenn 
aber <?(, -1- tf,i eine Wurzel von L(s) in diesem Streifen ist, so ist 
1 — ff(i — t^i eine Wurzel von Z(s), also 1 — ffg + tf,i eine von L{s), 
und die Annahme war falsch. 

Es sei andererseits @' die Konvergeuzabszisse der zu 

a.)-ns) 
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Mhörisen Funktion 

» V / ^^ mp ' 

welche die Gleichung 

f(s) - «.» 

jedenfalls für ß > 1 erfüllt. Dann ist gewiß 

da aus 

&' <& 

das Nicht verschwinden Yon L(s} für ff>0' folgen würde. Nach 

dem Satz 58 ist andererseits die Reihe g{s) für s > Ö konvergent, d. h. 

@'£ @, 

= ö'. 

Die Reihe 

konTergiert also genau bis zur oberen Grenze der Ahszisaen ihrer 
singulären Punkte; d. h. sie konvergiert in der größtmÖghchen Ha!b- 
eboae, welche innen keinen singulären Punkt enthält. 
Dasselbe behaupte ich von der Reihe 






ist zunäohst klar, daß dieae Reihe eine Konvergenzabszisse ^ ® hat; 
ich habe alao nur zu zeigen, daß in jeder Nähe der Geraden ff = ® 
ein singulärer Punkt liegt. Nun ist für 6> & 

wo -Ri(s) für 6 > 3" regulär ist. Da x^(w) wieder ein Charakter ist, 
dem ifl(s) entspreche, ist für 6 > -| 

wo jR.j(s) für ö > j regulär ist. Daher ist für e > @ 
2'-f- - logX(s) - ilogi.(2») + ü,(s), 
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WO Il^(s) für e > J- regulär ist. Im Falle ® > j ist wegen 2® > 1 
klar, daß nach passender Annahme eines d > für i7 > @ — 3 

-\ hg L,(2s) + B,(s) 
regulär ist, also im Streifen @ — d < ff ^ die durch 

yx(i') 

definierte Funktion mindestens einen singulären Punkt besitzt, iü.mticli 
eine passend wählbare NullsteUe von L(s). Im Falle @.= | ist auf 
der Geraden 6= © mit etwaiger Ausnahme^' des Punktes s = -^ die 
Funktion 

-|logi„(2s} + 14(s) 

regulär und aaf dieser Geraden logij(s) unendlich oft singulär. Damit 
ist die Behauptung in jedem Falle bewiesen. 

Im Anschluß erinnere ich daran, daß im § 93 analog festgestellt 
war, daß die Dirichletsche Reihe für 



r(s) , 



i(B) 



genau bis zur- oberen Grenze der Abszissen ihrer singulären Punkte 



Ob dies auch für die ßeihe auf der rechten Seite von 

i(s) ^ n' 

der Fall ist, weiß ich nicht und werde im nächsten Paragraphen mit 
viel mehr Mühe viel weniger herausbekommen. 

Es versteht sich von selbst, daß die Sätze dieses Paragraphen 
auch so formuliert werden können, daß von «-Stellen statt von Null- 



§ 240. 

Spezielle TTutersucliuugeii über die Riemaausche 

Zetafiiuktion. 

Satüs: Es ist für ^ ö ^ 1 gleichmäßig 

t(s) ^0{i^ log i). 

1) x^i'") kann ja der Hauptcharakter sein. 
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För unsere Anwendimgen auf Dirichletsche 
Reihen würde ütrigens 

5« - o{t ' *') 

(für alle 5 > 0) genügen; aber auch das hatten wir keineswegs in 
§ 228 schon gehabt; sondern unser damaliges Resultat lautete 

5(.)_0(C-"+'') Spifjo^l. 
Beweis; Für 6=1 ist nach § 46 

S(«)-0(log*). 
Daraus folgt für «5 = nach der Formel 

5(» + fi)|_|S(l-j + ii)|0(i'"") 

des § 228 weiter; 

£(«)-0(l/*logi), 
4 1. füt ä - 

g(s) _ o(i* log <). 

Es bezeicline logs den für s>0 reellen, in der Halbebene ö>0 
exkl. s = regulären Zweig, nnd es werde 

gesetzt. Dann ist f{s) bis auf den Pol (zweiter Ordnung) s = 1 für 
ö ^ eskl. s = regulär; weil für ^ 6 ^ 1 gleichmäßig 

ist, ergibt sich 

f(iO-0()/i), 

ftl + ti) - 0(1) 
und für ^ e ^ 1 gleichmäßig^' 

f(s)-0(f). 
Nach dem zweiten Hilfssatz des § 237 ist daher für ^ ö ^ 1 
gleichmäßig ^_^ 
ftsj-oi*"^), 

1) Übrigeoa kann Mecin e nach % 238 jede Zahl > ^ 
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also wegen der dort gleicli mäßig gültigen Relation 

gleiclimäßig 

{{s)-o{t' logf), 
was zu beweisen war. 

Sata: Wenn die Riemannsche Vermutung 
t(_s) 4= für e > I 
wahr ist, so ist für festes 93 des Intervalls 

und jedes feste i5> in der Halb ebene s'^rj gleichmäßig 



Unter Annahme der Richtigkeit der Riemannsehen 
Vermutung definiert 

Z(s) = logS(s) 



2mjf 



eine in der Viertelebene ts'> j , ^ > reguläre Funktion. Ich ver- 
stehe unter £ eine beliebige feste Zahl derart, daß 

0<£<i;-i 
ist, und wende, t ^ 2 angenommen, die Ungleichung des § 73 



S(,= 1 + e + H, 
r = j , 

p = 1 +e — Tj. 
Es ist 

\mogtis„)\<c, 

und, weil alle Punkte des Kreises \s~Sf,\^r der Halbebene ff^-2-+ e 
angehören, in welcher für ( ^ 1 
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Also ist Bpeaiell für »j^fl^l + ä, #^2 

a log S(« + ij) > - 0, l'^'r.] - (2 "j + r l»g J4 rl". 



|S(8 + rt)| -.■"'"««"••' 



Es ist daher für i; < 6 < 1 + £ g 

also für ö ^ ij gleichmäßig 

Da dies für jedes positive f < t; — -| gilt, ist für jedes feste iS > i 
der Halbebene ß^fj gleichmäßig 



^-«('■--^0. 



wie behauptet, 

Satz; Wenn die Riemannsche Vermutung 
^s) + füre>| 
richtig ist, ist die Reihe 

über die Gerade e = 1 hinaus und zwar mindestens für 
6>2|/2 -2 — 0,82 ■ • -konvergent. 

Beweis: Der Satz 54 wäre für jedes rj des Intervalls ^ < ij < 1 
anwendbar auf .. 
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in der Tat wäre nach dem Obigen für ö ^ 13 gleichmäßig 

f(«)-ö(|i|^ + ''). 

Der Satz 54 ergibt also die Konvergenz der Reihe (1) für 
1 + ^ + * 







"" 1 + ^ + ^' 


also, da d > hierin beliebig ist, für 












2t,' — 2.1 + 1 






= -2 + (2,+i) 


Die günstigstt 


i Wahl 


von ij ist offenbar 


sie liefert die 


Konvergenz von (1) für 


also die Relation 


> 2 1/2 - 2, 



Falls die obere Grenze @ der reellen Teile der Nullstellen der 
Zötafnnktion größer als j nnd kleiner als 1 ist, liefert offenbar das 
vorige Beweisverfahren an den betreffenden Stellen folgende Abän- 
derungen unterwegs: 

&<V<h 

< £ < TJ — @, 

r = 1 — @, 

l-Q 

it(s),<c,t ' , 

'K'i + ^-log'; 
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g 240. Spemielle JJntersuclw/ngen über die MiemiMiMsche Zetafanktion. 873 



Konvergenz Ton (1) für 

1 + (1 - 0) 

6> 

1 + {1 - ©) 



1 —1 
TJ— 

j]' — 1 + 1 — . 

0IJ + 1 — 20 ' 



günstigster Wert: größere Wurzel von 

d n '-n + 1- © _ A 
äTj 0^ + 1 — 20 ^' 

d. h. von 

@n^ + (2 - 40)t; + (@ä + @ - 1) ^ 0, 
also 

,_i-(2e_i + (i_®)l); 

Konvergenz von (1) für 



5> 



^ 0—2 + 2(1 — 0) 3 
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Siebenundzwanzigster Teil. 
Dirichletsche Eeihen mit positiven Koeffizienten. 

Zweiuüdachtzigstes Kapitel. 
Ahscliätzuiig der Koelttzieiitensumme. 

§ 24L 
Satz mit Voraussetzimgfen auf der G-eraden <i = ij. 

Die A^ seien jetzt wieder eine ganz beliebige Folge mit 

h<h<--<K<KA-i<---> 

Dem Satz des § 66 entspriolit der 
Satz 61: Es habe die Keihe 

(1) .J;«-""'"' 

einen Konvergenzbereich. Es sei stets 

so daß (1) einen absoluten Konvergenzbereich besitzt. Es 
sei f{s) für 0^^, wo t; > ist, regulär bis auf den Pol erster 
Ordnung s = rj mit dem Besiduum r, und es sei für 6^ij 
gleichmäßig bei absolut wachsendem t 

fts)-0(i<|*), 
WO k konstant ist. Dann ist 



2 ».-i «"■ + '' («'■)■ 



is; h darf > angenommen werden; c sei eine — nach 
Voraussetzung vorhandene — Zahl > ij, für welche die Reihe kon- 
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g 241. Sati mit Vorattssetsungen auf der Geraden a = jj. 875 

vergierfc, d. li. absolut konvergiert. Dann iat, wenn v ganz und 
> ft + 1 gewählt wird, 

= y^, a^ f - — - — ds, 

also nach dem HHfasatz 5 des § 66, bei dem natürlich die Zahl 2 
nicht wesentlich ist und durch jedes c> ersetzt werden kann, 

3511 "V / 1 \V-I 

In der nach dem Cauehyschen Satz richtigen Gfleiehuiig 

^, i '••' ''''"' " ^^ " ^2, ^ ^''^" " ^^ "' 

haben wegen 

und der Festsetzung i'>Ä+l für ra — oo alle drei Integrale rechts 
einen Limes, davon das erate und dritte den Limes 0; daher ist 

Hierin ist für wachsendes x 

(2) /?^.4V^"f' +«(^")> 
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876 LXSXIL Ahsehät^ang der Eoeffizientensamiiie. 

denn, wenn der Oauehyscie Satz auf das Rechteck mit den Ecken 
C ± coi, h^^üii angewendet wird, wo o) > 0, ft<0 ist, so ist das 
Residuum im Pmikte jj 



dasjenige im Punkte 

folglicli 

/e"' ds 2mj „, , , „,, , r e'"" (is , C e'' ds , C e^' ds 
8" s-n if ^ ^ ,y^,i ""'' i^„i "^ 4%„i ■^ 

woraus wegen der Abschätzung 

c + u-i 

/ -TT I < -TTTT ( e'"«« 

(2) folgt. 

Femer ist nach dem Hilfssata 4 des § 66, bei dem natürlich die 
ZaM 1 nicht wesentlich ist und durch jj ersetzt werden kann, 



/7(«»)-.-^) * = »(»■■'): 



daher ist 



also, wenn 
gesetzt wird, 



(^y.V 2 ««(-^logiZ-O =j/ + o(|/). 



wo sich die Abschätzung auf unendlich werdendes p bezieht. 

Ich kann jetzt den Hilfssatz 1 des § 66 anwendea, in welchem 
natürlich an die Stelle der ganzzahligen Aasnahmepunkte 1, 2, . . . 
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§ 242. Satis mit Voraussetzungen über eine Gerade hinaus. 877 

eine beliebige monoton ins Unendliche wachsende Folge x^, x^, ■ ■ ■ 
treten kann. Jener Hilfssatz ergibt hier 






zu beweisen war. 



§ 242. 
Satz mit Yoraassetzungeu über eine O-erade hinaus. 

Den Schlüssen des § 65 entspricht der 
Satz 62: Es habe 



ist, ein Konvergenzgebiet. Die dort durch die Reihe defi- 
nierte Funktion aei für e ^ :?, wo ij > ist, bis auf den Pol 
erster Ordnung s^rj mit dem Residunm r regulär; sie sei für 

\t\>.L, ö^i-i-im, 
I I— Ol — I log»lt|' 

wo ^>0 ist, regulär; dortselbst sei gleichmäßig 
Dann ist für alle *>0 



Beweis: Wie oben ergibt sich, v = 
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LXXXn. Abschätzung der Koeffisiientensumme. 



= f^.f{s)ds + oa)- 

Bei der Anwendung des Cauehyachen Satzes auf den Weg des § 65, 
wo nur c statt 2, r/ statt 1 getreten ist, kommen außer dem Pol s =^ ij 
für das höchste Glied nur die IntegrH Iah Schätzungen 

" '•'"■■" _„(i) 

und _^^ 

/J'~i<>e«"' / ff + x+iS, \ 

in Betracht. Für alle k'> g + 1 kommt also heraus: 

Aus (1) folgt einerseits, wenn d eine positive Konstante ist und 

gesetzt wird, 

^«Jx + . - J.) _ ^c-A-*-> + 0(e«".)-t'"') 

also durch Subtraktion der Relation (1) hiervon 

'2"-+ 2 «.(«+«-y -?«'"("■ -i)+o(«"-H 
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g 242. Satz mit VorausseUungen über eine Gea-ade hinaus. 879 



und daher 

Andererseits folgt aus (1), wenn a; — 6(3:) statt x gesehrieben wird, 

_Jl„„-„ + 0(».-{'-), 
also durch Subtraktion dieser Relatioo toh (1) 

folglich wegen 

^2'^,i + ^' «„(^ — £ — J-n) ^ £ ^tt^ 
weiter 

Zusammengefaßt erhält man also für jedes 5 > 
hierbei war h einö beliebige Zahl > (? + 1; für jedes ö > ist daher 
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) LXXXni. Dos VerkaUm A&- Funktion auf der KonveTgenxgeradm. 

Dreiundachtzigstes Kapitel. 
Das Verhalten der Funktion aof der Konvergenzgeraden. 



Existenz eines singulSreu Punktes auf der Konvergeuz- 
geraden. 



! die Reihe 



o„>0 

ist, die im Endlicilen gelegene Grenzgerade 6=-«. Dann ist 
s = ß ein singulärer Punkt der für 6>« durcli die Reihe 
definierten analytischen Funktion f{s). 

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit darf 



1,^0 
angenommen werden. 

In der Umgebung Ton s = « + 1 mit einem Radius r ^ 1 gilt 
die Potenzreihe 



/•w-_g "~:r"V '"(«+i) 



Wäre 5 = ß eine reguläre Stelle, so wäre 

r>l, 
also, wenn ri zwischen « 4- 1 — ^ und a, gewählt wird, 



m-2^yF-^^''.K<r'''*\ 
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§ 244. Über die Nullstellen auf der Konvergenggeraden. 881 

folglich, da in der Doppelreihe rechts alle Glieder ^ sind, 

also wäre gegen die Voran ssetznng « nicht die Konvergenzabszisse. 
Der hiermit bewiesene Satz 63 lehrt u. a., daß unter den Voraus- 
setzungen der Sätze 61 und 62 die (absolute) Konvergenz der be- 
treifenden Reihe für e > )? von vornherein hätte festgestellt werden 
können. 

§244. 
Über die NuUstellea auf der Sonvergeuzgeraden. 

Satz 64: Es habe 

wo 



und stets 

(2) 

ist, die Konvergenzabszif 


ise a, und es sei^) für ff >k 


(3) %.e- 


"'■■:#■•"'"■ 


WO stets 





(4) ^„ ^ 

ist. Die durch (1) für a>K definierte Funktion /'(s) habe 
im Punkte s = a (der nach Satz 63 jedenfalls singulär ist) 
einen Pol erster Ordnung und sei sonst für e = a regulär. 
Dann ist für s = a -\- ti, ( ^ 

fW + o, 

1) Nach dem Satz IS gilt eine DarBtellung (3) m einer gewissen, eventuell 
kleineren, Halbebene jedenfalls; allerdings ist dabei uicM notwendig (4) erfüllt. 
Aus (4) folgt jedocli (3). 
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882 LXXXin, Das Verhalten der Funktion auf <ler Konvergemgeraden. 
Beweis: Es ist fftr ö > «, f ^ 

-i„J...--...,..„ 

/(« + 2<i)l _ e — 

f(«) - e — 
also „ 

-•l.o+_2' •„■"'■"'(! + • — ('.« + "• (•'.■)) 

\f(« + U)f\f(.> + 2t,y,{nt>)'-e 

]f(<! + ti)\^ J^—^ T, 

(/■(•))* '«•+8«)|* 
also für K<G <ti + 1, t = 

(6) lrto + (OI>^^^=^' i, 

l/ (' + ")U !_.. 

■(«-")'lft«H-2l-)l' 
Wenn ö zu K abnimmt, konvergiert für ( < der Nenner der 
rechten Seite gegen 0; also ist 

lim^t^ + fl^oo, 
f(« + ^i) + 0. 
Offenbar bleibt der Satz gültig, faUs auf die Annahme 

verzichtet wird und erst von einer gewissen Stelle an 

ist, und sogar, falls die Voraussetzung 

für eine solche unendliche Teilmenge fallen gelassen wird, daß für 
diese Teilmenge n?'i7 > 

konvergiert. Denn (5) and damit ailes Folgende bleibt bestehen. 
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In dieser Einleitung des Werkes sind alle erforderliehen Zitate 
angegeben, 

§ 12. 
Das Zeichen 0(ß(x)) habe ich zuerst bei Herrn Bachniann (1, 
S. 401) vorgefunden. Das hier hinzugefügte Zeichen o(g{w)) ent- 
Bpricht dem, was ich in meinen Abhandlungen früher mit {g{x)] zu 
bezeichnen pflegte. 

§ 13. 
Diese Folgerungen aus der Divergenz der harmonischen ßeihe 
waren schon Euler bekannt; vgl. z. B. J, S. 172 — 174 und 187 bis 
188: 2, S. 229 und 235. 



Legendre 2a, S. 12—15; 3b, S. 412—414; 4, Bd. 2, S. 86—89; 
5, Bd, 2, S. 84—87. 

§15, 
Die Entwicklung des Primzahlproblems hat bei diesem wenig 
tiefliegenden Satz nicht erst haltgemacht. Mit heuristischer Begrün- 
dung steht er schon bei Euler (1, S. 174) und Legendre (2a, S. 464). , 

§ 16. 
Ich habe für meine Zwecke nicht nötig, die schärfere sogenannte 
Stirlingsche Formel für T{x) abzuleiten. Für ganze x lautet die- 
selbe übrigens 

Tix) = xhgx-x + l loga; + logl/2i"+ j®-, 

0<®<1 

ist. Für nicht ganze x ist diese Formel auf T([xJ) anzuwenden, was 
ja mit T(x) übereinstimmt. 
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884 Quellenangaben, 

§17, 
Die grundlegende Identität ist unabhängig Yon Teeliebysclief 
(4a, S. 371; 4b, S. 20; 4c, S. 55) und de Polignac (3, S. 15) entdeckt 
worden. Der beim Beweise benutzte Satz über die Zerlegung von 
[a;]! in Primzalilpotenzen steht schon bei Legendre (2b, S. 8 — 9; 
3, S. 9-11; 4, Bd. 1, S. 10—11; 5, Bd. 1, S. 11), 

§ 18. 
Das Ergebnis wurde zuerst von TeehebyBchef (4a, S. 371 — 379; 
4b, 8. 20 — 26; 4c, S. 55—61) bewiesen; die vorliegende Beweisführung 
achließt eich mehr an Herrn Mertens (2, S. 47 — 48) an. 

§ 19. 
Den Satz mit Beweis entnehme ich aus meinen Arbeiten 9, S. 142 
bis 143, und 34, S. 174—175; es hatte sich vielleicht mancher Leser 
Ton Tscbebysehef dies ähnlich zurechtgelegt. Allgemein bekannt war 
es nicht; es war auch früher übersehen worden, daß bei Tscbeby- 
sehef (vgl. § 4) implizit und bei Sylvester (8, S. 9) explizit bewiesen 
steht; Aus der damals noch unbewiesenen Relation 

folgt der Primzahlsatz 

unmittelbar. Der Satz des Textes sagt noch mehr aus. 

§20. 
Tscbebysehef 4a, S. 379—381; 4b, S. 26—27; 4c, S. 61—63. 

§§ 21—22. 

Ich steUe den Tschebyschefscben (4a, S. 371—382; 4b, S. 20 
bis 28; 4 c, S. 55—64) Beweis dar, vermeide jedoch die Anwendung der 
Stirlingscben Formel, wodurch er noch etwas elementarer und nicht 
länger wird. 

§ 23. 

Mit diesen sukzessiven Verengerungen der Sehranken beschäftigen 
sich die Abhandlungen: Sylvester 3 und 8; Petersen 1; Gram 5; 
von Sterneck 4; Fanta 3. Ich bin im Texte nicht über einige Aus- 
führungen von Sylvester 3 hinausgegangen. Daß ich jene elementare 
Methode für aussichtslos halte, wird im § 159 näher begründet. 
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§§ 24-25. 
Die vorliegenden Beweise sind meiner Arbeit 9, S. 140^142, 
entnommen. Die Sätze selbst sind aber, wie der Leser aus § 4 weiß, 
schon in den Resultaten von Tschebyschefs Arbeit 2 enthalten. 

§26. 
Hertens 2, S. 48—49. 

§27. 
Klassische Betrachtung aus der Integralrechnung. 

§28. 
Mertens 2, S. 49 — 52. Der Beweis des Textes ist elementarer 
als der entsprechende Passus dort. Übrigens bestimme ich hier nicht 
die Konstaute S; dies wird in | 36 geschehen. 



Dirichlet bewies in 17 (a, S. 273—275; b, S. 252—253; c, S. 
254—256; d, S. 255—257) und 18 (S. 249—250), daß eine in einem 
Punkte konvergente oder auch nur zwischen endlichen Schranken 
schwankende Dirichletsche Reihe rechts davon konvergiert. Das ist 
der Kern des Satzes dieses Paragraphen. Vorläufig ist nur von Rei- 
hen mit reellen Koeffizienten und Variabein die Rede. 

§30. 
Die gleichmäßige Konvergenz für s'^Sf,-\- s (e > 0) und damit 
die Stetigkeit für s > s^ bewies Dirichlet in 17 (a, S. 275— 276; 
b, S. 253—254; c, S. 256—257; d, S. 257—258) und 18 (S. 250 
bis 251). Die gliedweise Differentiierbarkeit für s > s^ sowie die 
gleichmäßige Konvergenz für s^Sq und damit die Stetigkeit in s^ 
nach rechts bewies Herr Dedekind in dem von ihm herausgegebenen 
Buche Dirichlet 17: a, 8. 410-414; b, S. 374—375; c, S. 379 bis 
381 (vgh 18, S, 371—372); d, S, 379—381. Der aUgemeine Reihen- 
satz im § 30 steht zuerst bei P. du Bois-Reymond bewiesen: Neue 
Lehrsätze über die Summen unendlicher Reihen, Äntrittspro- 
gramm, Freiburg i. B, (26 S.), S. 10; 1870. 

§31. 
Erster Satz: Dirichlet 14. Zweiter Satz: Holder 1, S. 547. 
Dritter Satz: Berger 4, S. 20 — 21 (unter der Annahme der Existenz 
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von lim "^ \i Landau 9, S. 146. Viele Sätze ähnlicher Art stehen 
bei Berger 4, Pringsheim 1 und Pranel 6. 



§32. 
Cahen 3, S. 89^91, Ein Teil des Satzes war schon von Stieltjes 
(3, S. 369) bewiesen worden. 

§ 33. 
Die Produktdarstellung der Zetafunktion steht bei Euler (1, S. 
174—175; 2, S. 225); die daraus folgende Reihe für log £(s) ist in 
den Entwicklungen bei Dirichlet (2; 4) oft benutzt; die Reihe für 
— ^- folgt unmittelbar daraus. 

§34. 
So ungefähr hätte Tschebyscbef in 3 schließen können, wenn 
er nur den vorliegenden Satz hätte beweisen wollen. Die Anwendung 
des Satzes auf ip{x) ist für jeden Kenner des zweiten Satzes aus § Bl 
im mittelbar. 



Dirichlet 17a, S. 243— 244; \1h, S. 225-226; 17c, S. 22T 
bis 228; 17d, 8. 228—229; 18, S. 220—221. 

§36. 
Beweis des (Tsehebyschefschen) Satzes über die Unbestimmt- 
heitsgrenzen von -•-' ^—: Landau 9, S. 148. Die Konstante Bist 
zuerst von Herrn Mertens (3, S. 49—52) bestimmt worden. Hier 
ist es etwas einfacher. 

§§ 37-39. 
Ich beweise hier die Sätze von Tschebyechef 3, Zur Ver- 
.meidung seiner komplizierteren Betrachtungen über Stetigkeit von 
Integralen nach einem Parameter habe ich für £(s) die Gleichung 



(l-2-)g(s)-J'<-^ 
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an Stelle von Tschebyschefs lutegraldar Stellung 

zugrunde gelegt. Bei späterer Gelegenheit (§ 72) wird jene Integral- 
darstellung auch vorkommen und von Nutzen sein. 

9 40. 
Biemanu (1; 2) sagt ohne nähere Begründung (die er sich 
zweifellos richtig zurechtgelegt hat), daß die für ö>l konvergente 
Reihe 

dort eine Funktion der komplexen Veränderlichen s definiert; heote 
begründet man das eben auf Grund des allgemeinen Weierstraßsehen 



Riemann 1; 2, 

§42. 

Die Existenz der absoluten Konvergenzhalb ebene einer Dirichlet- 
echen Beibe ist bei Seheibner (2, S. 24 — 25) bewiesen, ebenso die 
Tatsache, daß aus der Konvergenz für S,, die absolute Konvergenz für 
31(s) > 9i(S(|) + 1 folgt. Die Existenz der Konvergenzhalb ebene einer 
Diriehlet scheu Reihe ist von Herrn Jena en(l,S. 70) entdeckt worden. 
Die gleichmäßige Konvergenz und der analytische Charakter der 
Dirichletschen Beihen im Sinne des Textsatzes ist zuerst von Herrn 
Gaben (3, S. 83 nnd 93) hervorgehoben worden. 

§43. 

Daß £(s) ^—7 für ff > regulär ist, ist znerst TOn Riemann 

(1; 2) bewiesen worden, durcli das vorliegende elegante Verfahren 
zuerst Ton Herrn de la Valle'e Poussin (1, S. 6—8). Daß 

lin,(g(s)-;^l)-C 

ist, ist schon aus. einer Formel Tschebyschefs (la, S. 210; Ib, S. 
204; 2a, S. 142; Sb, S. 342; 2c, S. 30; 8, S. 216) ersichtlich. 
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Das ist nur eine unmittelbare Folgerung aus § 43. 

§45. 
Der Satz 

£(1 + (0 + 

ist unabliängig von den Herren Hadamard (4, S. 200 — 202) und de 
la Vallee Poussin (2, S. 224— 242), entdeckt worden. Die vor- 
liegende Beweisanordnuug schließt sich an Herrn Mertens (9) an. 

§46. 
Daß 

5(l+fi)-0(log() 

ist, ist von Herrn Mellin (2, S. 49) entdeckt worden; das ist der 
Kern des ersten Satzes dieses Paragraplien. Der Beweis dieses Satzes 
in der vorliegenden Fassung nnd der von mir lierrührenden beiden 
anderen Sätze mit Folgerungen stammt aus meinen Abhandlungen 
10, S. 649—654; 86, S, 760—751. 

§47. 
Landau 10, S. 664—655; 36, S. 752. DaB 



£(1 + i'V 



■Ofiog-I) 



ist, wo c eine absolute Konstante ist, ist einer meiner wicbtigsten 
Hilfssätze. 

8 48. 
Landau 10, S. 654—656. 



Ein altbekanntes spezielles Integral. 



8 50. 
Hadamard 4, S. 213; Landau 10, S. 657—659. 



§51. 
Landau 10, S. 659-661. 
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Der Übergang toti 

^ A (n) log — "-' a: 
zu 

ist zuerst von Herrn Hadamard (4, S. 217 — 218) ausgeführt worden. 

%% 53-54. 
Die zuerst von Herrn de la Vallee Poussin (9) bewieaeuen Er- 



1^(3;) =x+ 0{xe '^»'^), 
,i(x) = Li(_x) + Oixe''^"^^) 



habe ich auf diesem Wege zuerst im Jahre 1903 
S. 662—663; 13, S. 529—532. 

§55. 
Die Formel für ^, ° steht zuerst bei Herrn de la Valiee 

Poussin (9, S. 57) bewiesen. So nahe auch die Behandlung von 
^F{p) im Sinne des Testes liegt, hat man in jener Zeit doch un- 
nötigerweise solche Summen meist durch erneute Anwendung der 
Theorie der Zetafunktion behandelt, statt durch partielle Summation 
von einem Resultate zum andern hiuüberzusteigen. 

§66. 
Landau 3. 

§57, 

Cipolla 1, wo die im Text angedeutete weitere Kette von 
Sätzen ausgeführt ist. 

§58. 
Landau 8. Die Fragestellung rührt von Lionnet (1) her. 
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8 62. 
Der Satz über die Zahl 30 ist mit Benutzung der Tscheby- 
schefschen Primzahltheorie zuerst von Herrn Schatunowsky (2) 
bewiesen worden, ohne dieselbe zuerst von mir (5), auf dem Wege 
des Textes von Herrn Bonse (1). Der allgemeinere Satz wurde aus 
der Tschebyaehefschen Primzahltheorie zuerst von Herrn Maillet 
(1) gefolgert, ohne dieselbe zuerst von Herrn Remak (1) bewiesen. 
Ich beweise ihn im Text durch die sehr naheliegende Fortführung der 
Bonseschen Methode, was für r = 2 und *■ = 3 schon bei diesem 
steht. Überhaupt ist beim ganzen Problem in Wahrheit für festes r 

also von einer gewissen Stelle an der erste Ausdruck reichlieh von 
höherer Ordnung, so daß es nicht zu verwundern ist, daß man dies 
verschiedentlich elementar konstatieren kann. 



§63. 
Erster Satz: Piltz 1, S. 9 — -11. Zweiter, dritter und vierter Satz: 
Hertens 3. Den dritten und vierten Satz hat natürlich, da 

e(i + (0 + 

damals noch nicht bekannt war, Herr Mertens so formuliert, daß er 
nur von solchen ( sprach, für welche diese Ungleichung erfüllt ist; 
er hob dabei besonders hervor, daß er damit die Konvergenz von 



für unendlieh viele ( (genauer gesagt: für alle reellen t mit etwaiger 
Ausnahme einer Menge ohne Häufungs stelle im Endlichen) bewiesen 
hatte. 
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Quellenangaben. 891 

§64. 

Landau 36, S. 753 — 758. Der im Text gegebene Beweis des 
Primzahlsatzes mit der Bchärferen Fassimg der Abschätzung steht dort 
noch nicht. 



Landau 34, S. 185 — 191; 40, S. 1102—1107. Nachdem ich 
a. a. 0. das arithmetische Problem auf das Problem der Disltussion 
TOn U zurückgeführt und wie im Text 5,224 < 0"^ 6 bewiesen hatte, 
untersuchte mein Freund L Schur die obere Abschätzung der Kon- 
stante ü genauer und stellte durch einige Beispiele, z. B. durch das 
im Text erwähnte, fest, daß 

U<Q 
ist. Das beste seiner Beispiele ist 
56 + 401/2 + (93 + 641/2) cosip + (50 + 32]/2)co829) 

+ (14 + 8Y2) cos 3?" + 2 cosß^ + cos7q) 
= 2(l+cos^)(l+2cos9)'(l4-l/2cos97(-l+2l/2+(-l-y2-f2co8y)ä), 





% + » 


:, + «! + «3 + »4 + ". + "fl + «7 


216 + 144 1/2 
37 + 241/2 


ist, was 
lehrt. 




U < 5,916 


= 5,915 ■ - - 



Gfanz kürzlich beschäftigte sich Herr 0. Toeplitz erfolgreich mit 
der Verbesserai^ der Abschätzung von U nach unten und fand dabei: 

Die in § 65 angegebene untere Sehranke 5,224 für den Ausdruck 
?»^ " >. T - ' '> '— ' ' d. h. für fr, und zugleich die dort ermittelte untere 
Schranke 5 für °^— " ^^ "' '' — lassen sich folgendermaßen durch 5,49 
ersetzen. 

Ein auf S. 252 ' benutzter Kunstgriff beruht darauf, daß nach 
Annahme irgend einer speziellen Funktion 

G(ifi) ^ e^ + ej^ coa (p + •■■-]- e^ cos ng> 

mit reellen Koeffizienten, welche beständig ^ ist, die Koeffizienten 
jedes g((p) im Sinne voo § 65 die Ungleichung 
2e|,(i„ + e^a^ + ■ - ■ + e^a^ ^ 
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erfüllen; in der Tat ist ja 

Es seien nun k und i zwei positi^fi Konstanten, über die noch 
■verfügt werden wird. Setzt man 

G((p) = (1 — cos ^) {— 1 + K — 2 cos <pf 

— 1 + K* + (— 2k — K^) cos 9; + 2« cos 2gi — cos 3q^, 
so ergibt sich 

2{1 + ;(^)ö„ - (2« + ;c«)ai + 2j.«, - a^>0, 
also a fortiori 

2(1 + x^)a, - (2« +x')«i + 2-Aa^ > 0, 

«2 ^ — ffg "i -— ffj. 

Setzt man 
6(95) = 2(1 — cos {f) (1 + cos g;) (^ ~ 2 cos rf>y 

= 1 + J.^ — 22 cos tp ~ X^ cos 2g) + 21 cos 89) — cos 495, 
so ergibt sich 

2(1 + l^)a,^~'iXa^ — ^.^a^ + 2Xa.^~ a^^O, 
also a fortiori 

2(1 + X^)a^ - 2Ami - l^i^ -H 2Xa^ ^ 0, 

«3>--^«o + «. + ^. 
Daher ist 
% + c 
also unter Benutzung der vorher für a^ gefundenen Ungleichung 

.. + «. + ., + ». fe-(i^-t^"+4^'i±^*)«.+(2+^+'y--K 

Es werde nun 

» - 2,27 
imd 

;. - 1,27 
genommen. Dann ist 

'-'^+'- +-^:-'i±J^^ö,48... 
<ö,49 
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und 

> 5,49; 

slno koniint lierims: 

aa + '^1 + 'h + <h> — 5,49«o + 5,490-1, 



Folglich ist im Falle n^d 

für M = 2 war im § 65 sogar 

festgestellt. Stets ist also 

^ + '\l^_:+_^ >5,49; 

daher ist 

U> 5,49 
und natürlich, da 5,49 durch eine etwas größere Zahl hätte ersetzt 
werden können, 

C/>5,49. 

§66- 
Landau 34, S. 218—232: 36, S. 758—764. 



§ 67. 
Im Sinne von Herrn de la Vallee Pouesin (1, S. 6—8), der 
für seineu Zweck nur den ersten Schritt zu machen brauchte, durch- 
geführt. Die Tatsache selbst, daß 



eine ganze Funktion ist, ist schon tou Riemann (1; 2) bewiesen 
worden. 

§68. 
Jensen 3. Die Werte von £(— 5) für g = 0, 1, 2, ■ ■ ■ waren 
schon durch Eiemann (1; 2) bekannt. 
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§ 69. 
Dieser Beweis der Hilfsformel aus der Theorie der Thetafunktionen 
rülirfc von Herrn G. Landsberg her: Zur Theorie der Gausssclien 
Summen und der linearen Transformation der Thetafunc- 
tionen, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 111 
(S. 234—253), S. 235—238; 1893. 

§§ 70-71. 
Riemann 1; 3, Das ist der zweite der dort gegebenen 
Rie mann sehen Beweise. Den ersten führe ich nicht an, um dem 
Leser nicht unnötige Schwierigkeiten in Bezug auf krummlinige Inte- 
grale als analytische Funktionen eines Parameters zu machen. Ich 
mache ausdrücklich darauf aufmerksam, daß meine Abkürzung |(s) 
nicht dieselbe Bedeutung hat wie bei Riemann. Biemanns g(s) 
ist das S(s) ^ Hj + s*) des § 71. 

§72. 
Beweis der Forts etzbarkeit: Hermite 1. Beweis der Funktional- 
gleicliiing: Lereh 3, S. 5 — 9. An die Formel (1) knüpfte übrigeng 
auch Biemanns erster Beweis an. 

§ 73, 
Der erste Satz ist yon Herrn C. Caratheodory; ick habe ihn im 
Anschluß an eine briefliche Mitteilung von ihm publiziert: 34, S. 191 
bis 193. Der zweite Satz ist (auf Grund einer weniger scharfen Ab- 
schätzung an Stelle des ersten Satzes) zuerst von Herrn Hadamard 
bewiesen worden: 1, S. 186—187. 

§74. 
Diese Sätze verdankt man Herrn Hadamard (1); die vorliegenden 
Beweise sind unter Benutzung von mannigfachen Vereinfachungen 
anderer Autoren dem gegenwärtigen Stande der Fnnktionentheorie 
entsprechend durchgeführt. 

§75. 
Das Ergebnis ist zuerst von Herrn Hadamard (I, S. 210—215) 
erzielt worden, unter Anwendung eines anderen seiner funktiouen- 
tiieoretischeu Theoreme. 
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§76. 
Das ist die unmittelbare Interpretation des Hadamardschen 
Ergebnisses ans dem § 75. 



Das sind ganz spezielle FäUe von Abschätzungen, ■welche Stieltjes 
in seiner Arbeit entwickelt hat: Sur le developpement de log r(a), 
Journal de Mathematiques pures et appliquees, Ser. 4, Bd. 5, S. 425 
bis 444; 1889. 

§78. 
De la Vallee Ponssin 9, S. 7—29. 



Landau 34, S. 245—250. 



§80. 
Landau 34, S. 213—214 und S. 240—241. 



Landau 42, S. 48-53. 

§§ 82—88. 
Die Endergebnisse dieser Untersuchungen, d. h. die genauen For- 
meln für F(se, r) und f(a:, r) sind zuerst Ton Herrn von Mangoldt (3) 
bewiesen worden. Die vorhegenden, weit kürzeren Beweise sind von 
mir (35 und 41). TJbrigens behandle ich zur Abwechselung in diesem 
Werke den vorliegenden Fall der Primzahlen überhaupt auf dem in 
41 für die Primzahlen der arithmetischen Progression benutzten 
Wege (Vereinfachung des von Mangoldtschen Beweisganges) und 
umgekehrt später (in §§ 133 — 138) den Fall der Primzahlen der arith- 
metischen Progression im Anschluß an die in 35 und 41 für den 
Fall der Primzahlen überhaupt gegebene Beweis an Ordnung (erfolgreiche 
Durchführung des Riemannschen Ansatzes). 



Der Beweis der gleichmäßigen Konvergenz in dem von Prim- 
zahlen freien Intervall ist neu. 



y Google 



Vgl. das zu § 77 Gesagte. 



Diese Riemannsche Vermutung ist zuerst von Herrn .von Mau- 
goldt (7) bewiesen worden, alsdann auf dem vorliegenden vereinfache 
ten Wege von mir {ii, S. 425—431). 

§ 92. 
Landau 44, S. 431 — 435, Der benutzte algebraische Hilfeaatz 
ist zuerst von Tachebyschef bewiesen worden; vgl. S. 225 bzw. 302 
eeiner Abhandlung: Sur les questiona de minima qui se 
rattachent ä la representation approximative des foncfcions. 
a) Memoires de l'Aeademie Imperiale des Sciences des St.-Peters- 
bourg, Sciences mathematiques et phyaiques, Ser. 6, Bd. 7, S. 199 
bis 291; 1859. b) CEuvres, Bd.'l, S. 271—378; 1899. Der hier an- 
gegebene Beweis ist von Herrn Markoff gefunden und auf S. 76 — 77 
von Herrn D. Seliwanoffe Lehrbuch der Differenzenrechnung 
(Leipzig (Teubner); 1904) piibhziert. 

§93. 
Landau 42, S, 53-58. 

§ 94. 
Die Tatsache ist für i) = j- zuerst von Herrn von Koch (0) be- 
wiesen. Der Beweis des Testes ist neu. 

9§ 95-101. 
T">aB ist die klassische Dirichletsche Theorie der Charaktere; 
vgl, z. B. Dirichiet 17d, S. 331—347. 

§§ 102-105. 
Dieser Teil des Beweises des Satzes von der arithmetischen Pro- 
gression ist nicht wesentlich von Dirichlets (2a, S. 64 — 70; 2b, 
S, 336—341 ; 4, S. 414—421) Gange verschieden. Es ist wohl för 

L'^{s) 
den Anfänger bequemer, mit -j-t-. statt mit log L^(s) zu operieren. 
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§ 106, 
Hier weiche ich wesentlich von Dirichlet ah und folge bei der 
erstem Beweisanoidoimg meiner Arbeit 33, S. 315 — 319, bei der 
zweiten der Mertensschen Arbeit 6, S. 181 — 184, und meiner Ar- 
beit 34, S. 300—302. 

§ 107. 
Dirichlet 2a, S. 66—67; 2b, S, 338—339; 4, S. 417. 

§ 108. 
Diese Beweisanordniiog ist für l = 1 von Herrn Wendt (1), für 
1 = k — 1 von Herrn Bauer (4; 5). Daß man den Fall l = 1 elementar 
erledigen kann, war schon vordem vielen bekannt; vgl. Serret (1, 
S. 188^ — 189; ein nicht trivialer Schluß wird hier dem Leser überlassen), 
Genocehi (2, S, 263; 3, S. 925-926; 4, S. 413), Lefebure (1, 
S. 294; 3, S. 122), Bang (1, S. 133) und Zsigmondy (1, S. 283). 
Daß l = 1 elementar erledigt werden kaim, ist übrigens vom Stand- 
punkte des Krei steil ungakörp er e der Äten Einheitswurzeln aus ganz 
evident. Auch für l — k — l war ein elementarer Beweis schon von 
Genoechi {3, S. 264—267; 3, S. 926; 4, B. 413) geführt. 

§§ 109—110. 
Mertens 3, S. 58-62. 

§§ 111-112. 

Das sind unmittelbare Polgerungen aus den allgemeinen Sätzen 
über reelle Dirichlet sehe Reihen in ihrer Anwendung auf die 
Dirichletsche Identität. Sie bezeichnen ungefähr die äußersten 
Grenzen, welche mit Dirichletschen Mitteln hätten erreicht werden 
können. 

% 113- 
de Polignac 11 (wo die gefundenen Schranken weniger scharf 
sind, aber liminf>0 zuerst bewiesen ist); Herr Stanewitsch (3) 
hat die de Polignacsche Methode wiedergefunden und mit dem vor- 
liegenden Ergebnis ^^a dargestellt. Für beliebiges /c war der Nach- 
weis von lirainf>0 nicht früher geführt worden als implizite durch 
den Beweis von lim = -r- in neuerer Zeit. 
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§ 114 
Die L^(s) sind zuerst von den Herren Hadamard (4) und de la 
Vallee Poussin (1; 2) als analytische Funktionen von s für die 
Theorie der arithnietiseheii Progresaioii verwertet -worden. 

§115. 
Der Satz wurde zuerst von den Herren Hadamard (4, S. 209) 
und de la Vallee Pouesin (3, S. 351—353) bewiesen; den einfacheren 
Beweis des Textes habe ich erst kürzlich gefunden: 40, S. 1096 — 1098. 





1 iie. 


Landau 13, 


S. 512-517. 




§g 117-119. 


Landau iO, 


S. 1098—1101. 




§ 120. 


Landau 13, 


S. 632. 




§ 121. 


Landau 13, 


S. 633—635. 




§8 122-123. 



Landau U, S. 297—299. 

§ 124. 
Analog wie für ^(s) in § 67 nach Herrn de la Vallee Poussin. 
Daß l(s')— ^-j- eine ganze Funktion ist, war bereits Herrn Kinkelin 

(1) bekannt. 

§ 125. 
Lipsehitz 7, S. 142—144, 

§ 126. 

Der Satz ist für den wesentlichsten Fall Ä =p* von Herrn Kinkelin 

(1, S. 29) bewiesen, von Lipsehitz (7, S. 143) unter Weglassung 

des Beweises ausgesprochen. AUgemein ist er von Herrn de la Vallee 

Poussin (2, S. 320—321, 323—325, 327—328, 330—332) bewiesen. 
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Der vorliegende Beweis rührt von meinem Freund I, Schur her und 
ist zuerst auf S. 480—431 meiner Arbeit 41 publiziert. 



§§ 127—130. 
De la Vallee Poussin 2, S. 281—342. Die Funktionalgleichung 
zwisehen L(s, %) und L{l — s,x) ist von Herrn Kinkelin (1, S. 19 
bis 32) entdeckt worden; derselbe behandelt übrigens ausfuhr lieh nur 
die FäUe k = p^ und k = PiPs- ■ -Py Lipschitz (7) hat die Kinke- 
linBchen Resultate wiedergefunden und für beliebige h formuliert. Die 
Sätze des § 129 sind von Herrn Hadamard (1); vgl. über sie das zu 
§ 74 Gesagte. Herr de la Vallee Poussin verwendet, was etwas 
umständlicher ist, andere Hadamardsche Sätze für den vorliegenden 
Zweck. Im übrigen schließe ich mich möglichst genau der eleganten 
Darstellung Herrn de la Vallee Poussins an. 

§§ 131—132. 
Daß diese Relationen mit absolut konstanten, d. h, von k un- 
abhängigen a und ß bestehen, ist hier zum ersten Male bewiesen. 
An einer Stelle meiner Arbeit 44- (S. 440 — 444} batte ich nur im 
Anschluß an Herrn de la Tallee Poussins Vorbild des allgemeinen 
Primzablpioblema bewiesen, daß a bei festem k konstant gewählt 
werden kann, und alsdann daraus durch meine übliche komplexe In- 
tegration, daß bei festem k die Zahl « konstant gewählt werden 
kann. Dies Resultat über a würde sich aus dem über a auch durch 
Herrn de la Vallee Poussins kompliziertere Methode ergeben. Jenes 
Resultat über a hat er übrigens auch nie ausgeführt. Doch entnehme 
ich einer brieflichen Mitteilung von Herrn de la Vallee Poussiuj 
daß er genau die Formel 

allerdings mit von k abhängigem «, in dem Schlußal sat? (_^. 6) der 
Einleitung seiner Arbeit 9 gememt hat den er nipmils m einer spä- 
teren Publikation erläutert hat: La methode ijue nous ^Uons suivre 
s'etend d'elle-meme aux nombres piemiers de la piogie^sion arith- 
metique. Nous j reviendrons plus tird ' 

§§ 133-138. 
Landau 41. Vgl. das zu §| 82—88 ftesagte. 
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Sl 139—140. 
Landau 44, S. 435—440. 

§141. 
Klassiaclie Sätze aus der elementaren Zahlen theorie; vgl. ein be- 
liebiges Lehrbuch derselben. 

§ 142.- 
Historische Bemerkungen über diese Fragen der elementaren 
Zahlentheorie siehe bei Herrn Bachmann (2, S. 2—3). 

§ 143. 
Vgl. das zu § 141 Gesagte. 

§ 144. 
Zwar war die Zerlegbarkeit der Zahlen +4''(8»t+ 7) in drei 
Quadrate schon durch elementare Methoden vor Dirichlet von Gauß 
bewiesen (Literaturangaben und Einzelheiten siehe bei Herrn Bach- 
mann 2, S. 133 — 146); aber die voriiegende, von Dirichlet (13: 16) 
stammende Einführung des Satzes von der arithmetischen Progression 
fuhrt wesentlich schneller zum Ziele. Übrigens brauche ich jenen Satz 
über Zerlegbarkeit in drei Quadrate für das sechsunddreißigste Kapitel, 
hätte ihn also im Interesse der meisten Leser ohnedies entwickeln 
müssen, selbst wenn er nicht allein schon eine Anwendung der Prim- 
zahltheorie dargestellt hatte. 

%% 145—146. 
Literaturangaben über die Waringsche Vermutung „Jede posi- 
tive ganze Zahl läßt sich als Summe einer festen, unr von n ab- 
hängigen Anzahl von nicht negativen «ten Potenzen darstellen" vgl. 
in meiner Arbeit 37, in der ich zuerst das Ergebnis dieses Kapitels 
bewiesen habe, und in einer dort zitierten Abhandlung von Herrn 
Maillet. Seitdem ist es Herrn Hilbert gelungen, durch Beweis der 
Waringschen Vermutung ein seit mehr als einem Jahrhundert er- 
strebtes Ziel zu erreichen: Beweis für die Darstellbarkeit der 
ganzen Zahlen durch eine feste Anzahl si'"' Potenzen (Wa- 
ringsche.B Problem), a) Nachrichten der Königlichen Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Göttingen, mathematisch-physikalische Klasse, 
Jahrgang 1909, S. 17—36, b) Mathematische Ännaien, Bd. 67, S, 281 
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bis 300; 1909. Ferner erschien inzwischen von Herrn A. Wieferich 
(dem in Bezug anf das Waringsche Problem viel zu verdanken ist) 
noch die Arbeit: Zur Darstellung der Zahlen als Summen von 
5*^"^ und 7'*" Potenzen positiver ganzer Zahlen, Matbema- 
tiscbe Annaien, Bd. 07, S. 61—75; 1909. 

§ 147. 
Markoff 1 und 2 nach hiuterlaesenen Papieren von Teehehy- 
sebef 

8 148, 
Stornier 1. 

§149. 
Iwiinoff 1; 3, S. 109—120. 

§ IBO. 
In dieser Einleitung zum dritten Buch sind alle erforderlichen 
Zitate angegeben. 

I 151. 
Der erste Satz ist das Fundament bei Möbius (1). Der zweite 
Satz stellt mit unstrenger Begründung liei Meissel (la, S. 3 — 6; Ib, 
S. 301—303); er stellt bewiesen bei Bugaiett (ä, S. 179). 

§ 153. 
Der erste Satz steht gleichzeitig zuerst 1857 bei Herrn Dedekind 
(1, S. 21) und Liouville (1, S. 111), die asymptotische Folgerung Über 
0(x) bei Heviii Mertens (1, S. 290—291). Der zweite Satz steht in 
veränderter Bezeichnung bei Möbius (la, S. 107; Ib, S, 593—594), die 
asymptotische Folgerung über Q(x) bei Gfegenhauer (6, S. 47). 

§ 153. 
Erster Satz: Gram 1, S. 197—198; weiteres: Landau 6, S. 573 
bis 574. 

§154. 
Unmittelbare Folgerungen aus früher erwähnten Sätzen. 



S 166. 



Landau 25, S. 608—611. 
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Landau 1, S. 6—15. 

§157. 
Landau 14, S. 541 — 548, mit den auf Grund von § 65 mög- 
lichen Verseil ärfun gen. 

§158. 
Landau 14, S. 549 — 551, mit den Verscliärfungeu. 

§ 159. 
Landau 25, S. 602—605. 

§ 160. 
Landau 25, S. 597 — 602 (direkt ohne den allgenieiuen (Jrenz- 
wertsatz); 39. 

§161. 
Unmittelbare Interpretation des Ergebnisses über M(:c). 

§ 162. 
Landau 25, S. 611—613. 

§ 163. 
Landau 31, S. 214—216 und 251. 

8 !«*■ 
Landau 34, S. 251—252. 



Landau 34, S. 217. 



Wie Hclion in § 150 gesagt, ist — wenn es aucli nicbt immer 
von den Autoren erwähnt an werden brauclite — jeder Satz über 
A(n) gleiclizeitig mit dem entsprechenden über fi(w) als bewiesen an- 
zusehen gewesen; die Termittelnden Identitäten sind Ja unmittelbar 
aus den entspreelienden Dirichletschen Reiben ablesbar. 
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Id dieser Einleitung zum vierten Buch sind alle erforderlichen 
Zitate angegehen. 

§§ 169—175. 

Landau 18; 19. In den vorliegenden Paragraphen ist die Rest- 
abschätznng genauer, nämlich aYlögx (mit ahsolut konstantem k) 
statt des damaligen yloga; (wo y von Je abhing) im Exponenten. 

§ 176. 
In dieser Einleitung zum fünften Buch sind aUe erforderliehen 
Zitate £ 



§§ 177-183. 
Landau 43. Der bei der Konstantenbestimmung in § 181 benutzte 
ist TOn Berger (4, S. 20—21). Bei der direkten Erledigung 
des besonders einfachen Falles t; = 2 am Ende des § 181 benutzte ich 
Betrachtungen von Herrn Mertens (1, S. 291-294), 

§§ 184-191. 
Landau 33, S. 81—107. Der Satz des § 185 ist von Stieltjes 
(3, S. 214). 

§§ 192-195. 
Landau 33, S. 145— lö3, 

§§ 196—199, 
Landau 21, S. 536—544. 

§ 200. 
Neu. 

§§ 201—204. 
Die Sätze sind, abgesehen von der bei mir schärferen — halb 
so großen — Konstanten c beim dritten und vierten, zuerst von 
Heri'n Schmidt (1) bewiesen; die vorliegenden, wesentlich einfacheren 
Beweise sind von mir. Ich führe hier ausführlicher aus, was ich 
in 31, S. 544 — 546, für den Kenner der Schmidtschen Arbeit viel 
kürzer skizzieren konnte. 

§206. 
In dieser Einleitung zum sechsten Buch sind alle erforderlichen 
Zitate angegeben. 
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§ 206. 
Jensen 1, 70—71. 

§207, 
Cahen 3, S, 89 — 91. Die eine Hälfte des Satzes 5 wai- schon 
von Herrn Jensen (3, S. 835) bewiesen worden. 



Ciilien 3, S. 82—84 und 93. 

8 209. 
Satz 10: Dedeliind bei Diriohlet 17a, S. 410— 414. Satz 11: 
Gaben 8, S. 86-87. Satz 12: Perron 1, S. 106—109. Salz 13: 
Fast trivial. 

§ 210 
Dirioblot 17a, S. 243—244 und 414. 

§ 211. 
Sätze 16 und 17: Perron 1, S. 106—11,3. Satz 18: Neu. 

§§ 212—213. 
Landau 33, S. 81—88 und 133—134. Der statt Satz 19 bewiesene 
allgemeinere Reibeneatz über die Summen S ist von Stieltjes (3, 
S. 210-213). 

§§ 214—216. 
Spezialfall l„ = logw: Landau 33, S. 111 — 117; drei dieser sechs 
Sätze 20 — 25 (nämlicb die Sätze 21 — 23) waren für i„ = logm schon 
von Stieltjes (3, S. 369; 3, S. 215) ohne Mitteilung seines Beweises 
ausgesprochen worden. Allgemeiner Fall: l^eu. 

§217. 
"Sätze 26 lind 27; Ausführung einer brieflielien Mitteilung des 
Herrn Phragm^n vom Augast 1907, welche mein Desideratum auf 
S. 133, Z. 9 V. u.— S. 134, Z. 1 t. o. der Arbeit 33 erfüüte; ich hatte 
dort auf S. 132—133 nur funktionentheoretisch den Satz 27 im Spe- 
zialfall 2^= log« bewiesen. Inzwischen haben die HeiTen Eiesz (3, 
S. 20) und Bohr (2, S. 255) unabhängig beide Sätze gefanden und 
publiziert. Satz 28: Neu; im Spezialfall X^ = log«: Landau 33, 
S. 136. 
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Stieltjes bewies in der zu § 77 genannten Arbeit noch viel ge- 
nauere Absehätzungen über die Gammafunktioii. 



Landau U, S. 264—265. 













§220, 


and 


au 


34, 


S. 


265- 


-266. 

88 221—222. 


:i.da 


imard 


6, 


S. 60- 


-63, 



§§ 223—226. 
Ich habe (Zi, S. 269 — 291) zuerst die Gültigkeit der Hadamard- 
schen Mittel wer tsformel über das absolute Konvergenzgebiet hinaus 
bewiesen; die TorHegenden Sätze, von Satz 35 an, rühren jedoch von 
Herrn Schnee her und erweitern den durch mich festgestellten Be- 
reich. Um die sukzessiven Schritte an einem typischen Beispiel deut- 
lieh zu machen, ao ist im Falle b^ = 0(1) die Gültigkeit der Formel 



lim ; 






durch Herrn Hadamard für (3 > 1 bewiesen, alsdann durch mich für 
^> — -^ — und jetzt durch Herrn Schnee für /3 > „-, also in dem 
größtmöglichen Gebiet, in welchem die Konvergenz der Reihe rechts 
gesichert ist. Die Sätze und Beweismethoden von Herrn Schnee 
entnehme ich dem mir freundlichst von ihm zur Verfügung gestellten 
Manuskript seiner demnächst erscheinenden Abhandlung: Über Mittel- 
wertsformeln in der Theorie der Dirichlet'schen Reihen. 
Übrigens wird dort, desgl. von mir a. a. 0., die Untersuchung nur für 
den Spezialtypus l„=log» durohgeftthri, 

§237. 
Landau 34, S. 294—297. 



Die Mittelwertsformeln für %{s) und £W(s) sind zuerst von mir 
(34, S. 292 — 294) in Teilen des Divergenzbereiches bewiesen worden; 
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dies Gebiet wurde tou Herrn Schnee in seinem zu §§ 223- — 226 ge- 
nannten Manuskript im Sinne des Textes erweitert. Die benutzte 
AbacMtzung der Zetafunktion verdankt man Herrn Mellin (2, S. 47 
bis 49). 

§§ 229—230. 

Diese Sätze 43—45 steben implizite bei Herrn Perron (1, S, 96 
bis 98). 

§231. 

In einem bestimmten Fall (f(.s) ~log^(s)), der aber der Allge- 
meinheit nichts nachgibt, hatte Riemann (la, S. 675^676; Ib, S. 
140; Ic, S. 149; 2a, S. 12—13; 2b, S. 170—171) den Satz 46 ans 
der sogenannten Fourierschen Integralformel 

-|- ]im(ßi,x + h) + g{x - h)) =fdtiß{ß) cos ii{ß - x)dß 

geschlossen. Das war kein Beweis; denn für die Gültigkeit der 
Fourierschen Formel waren noch keine hinreichenden Bedingungen 
festgestellt worden, ßiemanns Begründung wurde erst 1883 dadurch 
streng, daß Herr C. Jordan (Cours d'Änalyse, 1. Aufl., Bd. 2, 
S. 224 — 226) solche hinreichenden Bedingungen aufstellte, welche den 
Riemannschen Fall umfassen. Ein direkter Beweis des Satzes 46 ist 
dann von Herrn Phragmen (2, S. 741 — 744) angegeben worden. 

§ 232. 
Hadamard 9, S. 328—329. 

§ 233. 
Perron 1, 114 — 125. Für meine, durch das Vorangehende vor- 
gebildeten Leser konnte ich den Perronschen Beweis des Haupt- 
resultates (Satz 48) sehr zusammenziehen. 

§234. 
Das erstgenannte Beispiel zum Beweise des Satzes ist von mir 
(nach einer brieflichen Mitteilung publiziert bei Herrn Perron 1, 
S. 129), das zweitgenannte von Herrn Perron (1, S. 12Ö— 129). 

§235. 
Die Fragestellung ist zuerst von mir mit Erfolg bearbeitet, und 
es hat zuerst ein Satz von mir in 34, S. 252 — 253, in dieser Rich- 
tung einiges beantwortet. 
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§ 236. 
Schnee 2. 

§ 237. 
Erster Hilfssatz; Phragmeii und Liudelöf, Sur une extension 
d'un principe clsissique de TÄnalyae et sur quelques pro- 
prietes des fonctions monogenes dans le voisinage d'un point 
singulier, Acta Mathematica, Bd. 31 (S. 381—406), S. 382; 1908. 
Zweiter Hilfssatz: LindelÖf 5, S. 346—348. 



Satz 54 im Falle 0<&<1; Schnee 2; im FalleA^l: Lan- 
dau 46, S. 124—130 und 149—150. Satz 55: Landau 46, S. 130 
bis 132 und 150. Satz 56: Mündliche Mitteilung von Herrn Bohr. 
Satz 57: Unmittelbare Folgerung aus den Sätzen 54 und 55. 



Neu; die nach dem Beweise des Satzes öO angegebene direktere 
Begründung eines Spezialfalls verdanke ich einer mündlichen Mit- 
teilung von Herrn Bohr. 

§240. 

Einleitender Satz über £(s): Lindelöf 6, S, 346—348. Weiteres: 
Reproduktion einer früheren Untersuchung von mir (34, S. 262 — 264) 
unter Benutzung des inzwischen entdeckten Satzes 54 und jener 
Lindelöfschen Abschätzung. 



§§ 241—242. 



Landau 21, S. 536-537. 



Hadamard 4, S. 202; die vorliegende Beweisanordnung schließt 
sich an Herrn Mertens (9) an. 
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